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 Resumen y Abstract 
 
Resumen 
En la actualidad no existen métodos validados a nivel de la ingeniería local para el 
análisis y diseño de pilas sometidas a carga lateral que consideren el comportamiento no 
lineal del suelo, aunque a nivel mundial se han validado diversas metodologías para el 
análisis de pilas, la aplicación en la práctica la mayoría de las veces es confusa y a veces 
no son considerados en el diseño. 
Se presenta en este trabajo los resultados obtenidos a través de un modelo 
tridimensional en elementos finitos de la respuesta de pilas aisladas sometidas a carga 
lateral utilizando ensayos triaxiales en suelos residuales del Stock de Altavista.  Se utilizó 
el modelo constitutivo de Drucker-Prager para modelar los ensayos ejecutados por 
(Betancur 2006), de esta manera se calibró los parámetros de entrada del modelo de 
elementos finitos. Los resultados permitieron ejecutar un análisis paramétrico de una pila 
aislada de 20 m de profundidad, adicionalmente se obtuvieron curvas p-y que se 
recomiendan para futuros análisis de fundaciones en este tipo de suelos. 
Palabras clave:  Fundaciones profundas, Pilas, Cargas Laterales, Análisis No Lineal, 
Método de Elementos Finitos. 
Abstract 
Nowadays does not exist methods validated at the local level engineering for the analysis 
and design of piles loaded laterally and that consider the behavior nonlinear of the soil, 
although globally have been validated diverse methodologies for the analysis of piles, the  
processes design are confusing and sometimes they are not considered in the design. 
In this work is present the results through of a three-dimensional model in finite elements 
of isolated piles under lateral load in the residual soil of Stock de Altavista. Was used the 
criterion of yield pint of Drucker- Prager for mold the test executed by (Betancur, 2006), of 
this way was calibrated the input parameters of the model of finite elements. The results 
allowed execute a parametric analysis of an isolated pile of 20 m deep, additionally were 
obtained curves p-y that are recommended for future analysis of foundations in this kind 
of soils. 
Keywords: Piles Fundations, Piles, Lateral Load, No Linear Analysis, Finite Element 
Method.
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1 Introducción 
El empleo de sistemas de fundaciones profundas es bien conocido desde tiempos 
remotos, principalmente en torres, iglesias y castillos, la utilización de estos elementos 
tuvo el objetivo de transmitir altas demandas de carga a terrenos profundos de mayor 
resistencia.  Sin embargo a partir de la revolución industrial en el siglo XIX, con la 
necesidad de reducir los costos de fundaciones de grandes estructuras para la industria, 
se inició con la racionalización del conocimiento y se empezó a utilizar el método 
científico en el diseño de cimentaciones (Terzagui & Peck, 1948) 
 
Durante la década de los 60s, se presentaron los primeros estudios teóricos en el campo 
de fundaciones profundas, tratando de entender inicialmente los problemas de eficiencia 
en grupos de pilotes,  sin embargo (Terzagui & Peck, 1948) afirman lo siguiente “Debido 
a la alta variabilidad de las condiciones del suelo, cualquier inquietud por definir reglas 
para el diseño de grupos de pilotes debe implicar necesariamente simplificaciones 
radicales.  Por lo tanto refinamientos teóricos como los métodos propuestos a través de 
la teoría de la elasticidad están fuera de contexto y pueden ser totalmente ignorados”. 
 
A pesar de las declaraciones anteriores ejecutadas por los fundadores de la mecánica de 
suelos, se publicaron una serie de desarrollos teóricos por la teoría de la elasticidad 
(Douglas & Davis, 1964), (Poulos, 1968), (Butterfield & Banerjee, 1971), los resultados 
teóricos de estos estudios fueron comparados con los datos experimentales de la época, 
obteniendo aproximaciones bastante acertadas. 
 
A partir de este punto de referencia se diversificaron los métodos de análisis para 
calcular la respuesta de grupos de pilotes, de tal forma que a la fecha se tiene un 
universo de posibilidades teóricas para el cálculo de fundaciones profundas.  
 
En la mayoría de los casos de nuestro medio es muy común analizar la respuesta de 
grupos de pilotes bajo la hipótesis que el suelo es perfectamente elástico e isotrópico, 
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ignorando de esta forma el comportamiento no lineal del suelo y su influencia en el 
comportamiento real del sistema de cimentación y la superestructura.  Esta suposición 
ignora los efectos de plastificación del suelo, el aumento de las deflexiones y la 
redistribución de las fuerzas internas del pilote debido al comportamiento no lineal.  
 
En el caso del estudio del grupo de pilotes el comportamiento es aún más complejo, pues 
hay un efecto directo de los pilotes en el comportamiento de la masa de suelo, y a la vez 
este cambio en las propiedades del suelo se refleja en el comportamiento estructural del 
grupo de pilotes. 
 
En los suelos de nuestro medio, formados en un ambiente tropical, es frecuente la 
presencia de suelos residuales; el comportamiento de estos suelos es influenciado por un 
importante número de variables entre las cuales están: la mineralogía, la presencia de 
discontinuidades, la estructuración y presencia de uniones y cementantes, y la fractura 
de granos entre otros, (Fookes, 1997).  Es de gran importancia  dirigir investigaciones en 
la implementación de metodologías que tengan en cuenta el comportamiento particular 
de este tipo de suelos en la evaluación de la respuesta de sistemas de cimentación, 
especialmente en la respuesta de pilas sometidas a carga lateral. 
 
Sin perder de vista las premisas anteriores, este trabajo pretende implementar un modelo 
en elementos finitos tridimensional para encontrar la respuesta de un suelo residual, a 
partir de la calibración del comportamiento del suelo con ensayos reales referenciados en 
investigaciones anteriores.   
1.1 Objetivo.  
1.1.1 Objetivo General. 
Obtención de curvas p-y para suelos residuales, implementando un modelo 
tridimensional desarrollado por el método de los elementos finitos, a partir de la 
calibración de ensayos triaxiales ejecutados en suelos residuales del Stock de Altavista. 
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1.1.2 Objetivos Específicos. 
• Implementar un software de solución del método elementos finitos en el análisis 
tridimensional de pilas sometidas a cargas laterales considerando modelos 
constitutivos no lineales. 
 
• Identificar y analizar resultados de ensayos triaxiales ejecutados en suelos 
residuales a nivel de la geología local. 
 
• Calibrar los parámetros de los modelos constitutivos disponibles actualmente con 
el objeto de reproducir los ensayos de laboratorio ejecutados en suelos 
residuales, implementando un software de elementos finitos. 
 
• Evaluar la influencia del comportamiento no lineal del suelo en la respuesta de 
pilas sometidas a carga lateral. 
 
• Comparar la respuesta obtenida de pilas solicitadas lateralmente, con los 
métodos disponibles en la literatura actual. 
 
• Calcular curvas p-y usando modelos constitutivos calibrados con ensayos 
triaxiales en suelos residuales y comparar con curvas p-y propuestas en la 
literatura técnica. 
1.2 Organización del Escrito. 
Este trabajo presenta en su primer capítulo una revisión histórica de los métodos de 
mayor popularidad utilizados en el análisis de cargas laterales en pilas individuales y 
grupos de pilas, sometidos a carga lateral, destacando los trabajos experimentales 
ejecutados por la industria petrolera como punto de inicio en el análisis racional de pilas 
sometidas a carga lateral.  
 
De la misma manera se desarrolla en el primer capítulo un análisis contextual a nivel 
local de las metodologías utilizadas en el diseño de pilas sometidas a carga lateral y se 
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esboza de forma conceptual la influencia de los suelos residuales de las rocas del ámbito 
locales en la respuesta de pilas sometidas a carga lateral. 
 
El segundo capítulo describe de forma detallada algunas de las metodologías 
presentadas por diferentes autores para el análisis de pilas solicitadas lateralmente, se 
presenta un análisis comparativo de las mismas y por último se analiza su pertinencia en 
la aplicación de estos métodos a los diseños de los proyectos en la geológico local. 
 
El tercer capítulo presenta los bases teóricas utilizados en la implementación del método 
de los elementos finitos (FEM).  Se describe inicialmente de forma somera la formulación 
matemática del FEM, finalizando con una mención de los algoritmos de solución para 
problemas no lineales. 
 
El cuarto capítulo presenta la implementación del software OpenSees para la 
construcción y solución del modelo de pilas laterales sometidas a carga lateral.  Se hace 
una descripción detallada del software, su modo funcional, los elementos que utiliza, los 
modelos de interface, los modelos constitutivos y las herramientas de solución.  Se 
presenta adicionalmente los criterios de interface utilizados tanto para el modelo 2D 
como para el modelo 3D. 
 
El quinto capítulo referencia inicialmente desde el punto de vista conceptual, las 
características principales de los suelos residuales desde un enfoque general, se 
presenta los resultados de los ensayos de laboratorio obtenidos por (Betancur, 2006).  En 
segunda instancia se muestra los resultados de la calibración de los modelos 
constitutivos de OpenSees a partir de los resultados de los ensayos de laboratorio 
ejecutados por el mismo autor. 
 
Finalmente en el capítulo 6 se presentan los resultados obtenidos tanto para el modelo 
2D como para el modelo 3D, se discute un método para encontrar resultados 
equivalentes para modelaciones 2D, se presenta la influencia no lineal del suelo de la 
respuesta de las pilas en términos de momentos flectores y desplazamientos laterales.  
En este capítulo se muestran adicionalmente las curvas p-y calculadas por diversos 
métodos referenciados en la literatura actual y se comparan con la respuesta obtenida en 
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Opensees con los parámetros del  modelo constitutivo calibrado para el perfil de suelos 
residuales del Stock de Altavista obtenidos por (Betancur, 2006). 
 
  
 
 
2 Estado del Conocimiento. 
Se describe a continuación de manera sucinta el origen y el desarrollo de los métodos 
más utilizados en el análisis de pilotes y grupos de pilotes sometidos a cargas laterales.  
Contextualizando un poco los desarrollos analíticos con las premisas de diseño, se 
reconocen tres criterios principales para el diseño general de obras de ingeniería civil, 
aplicados al dimensionamiento de pilotes y grupos de pilotes sometidos a carga lateral. 
• El nivel de tensiones trasmitido por el pilote debe ser menor a la capacidad de 
carga lateral del suelo localizado alrededor. 
 
• Los desplazamientos laterales no deben superar los rangos permisibles de 
acuerdo a las exigencias de la superestructura. 
 
• Se debe asegurar la integridad estructural del sistema de fundación. 
 
El primer criterio envuelve directamente el problema de capacidad de carga lateral del 
suelo, a pesar de que en la práctica, este caso casi nunca controla el diseño de los 
pilotes, es de suma importancia para definir el comportamiento de carga-deflexión en 
cimentaciones profundas, específicamente para definir el comportamiento no lineal y 
calcular los desplazamientos últimos de la estructura analizada.  El problema anterior fue 
tratado por (Reese , et al 1974); (Meyerhof, 1995), antecediendo los anteriores, el trabajo 
clásico en esta área fue publicado por Broms (1964a y 1964b), de alta popularidad a nivel 
práctico. 
Los criterios dos y tres, involucran directamente el problema de desplazamientos 
máximos y momentos máximos en el pilote para cargas horizontales de trabajo.  Hasta la 
fecha se han publicado de manera exhaustiva trabajos con diferentes métodos, que 
involucran la solución del problema.  Diferentes autores presentan diversas 
clasificaciones de los métodos disponibles, en este trabajo los métodos se presentan 
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clasificados en cuatro grupos principales de acuerdo con el contexto de los objetivos 
planteados. 
• Métodos fundamentados en la teoría de Winkler. 
• Métodos fundamentados en la teoría de la elasticidad. 
• Método semi-analíticos. 
• Método de elementos finitos, (FEM). 
Los métodos anteriores se desarrollaron tanto para pilotes individuales como para grupos 
de pilotes, igualmente para relaciones tensión deformación lineal y no lineal.  En este 
capítulo se presenta el desarrollo cronológico y las contribuciones destacadas de cada 
uno de los autores de cada tema. 
2.1 Métodos fundamentados en la teoría de Winkler. 
2.1.1 Teoría de Winkler 
Los orígenes de este método se remontan a las conceptualizaciones de  (Winkler, 1867).   
Es el método de mayor antigüedad para el cálculo de deflexiones y tensiones en pilotes 
individuales y utiliza el concepto del módulo de reacción “subgrade-reaction concept” 
para modelar el suelo como un conjunto de resortes independientes. 
Se fundamenta en una relación proporcional entre las presiones transferidas por el pilote 
al terreno y los desplazamientos del terreno, relación más conocida como módulo de 
reacción lateral.  Apoyado en la teoría de Winkler, (Hetenyi, 1946), analizó el 
comportamiento de una viga individual elástica apoyada en una fundación elástica, de 
donde se obtuvo una solución cerrada para el cálculo de fuerza axial, cortante, momento 
flector y deformada de la viga. 
El método de Winkler, está identificado particularmente con la ingeniería norteamericana, 
en donde nació su desarrollo y primeras aplicaciones.  Este método fue refinado 
posteriormente por diversos investigadores, a partir de trabajos experimentales y teóricos 
que aún continúan.  La ASTTHO 2009, recomienda aún utilizar el método de curvas p-y 
para el diseño pilas en puentes, este método es una extensión del coeficiente de 
reacción horizontal como se explicará más adelante.  
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De acuerdo con (Reese et al , 2006), la necesidad de implementar métodos de cálculo de 
cargas horizontales en pilas tuvo origen en la industria petrolera del este de los estados 
unidos durante la construcción de una plataforma de muelles en el Golfo de México.  
Adicionalmente específica el mismo autor, que la compañía petrolera Shell inició un 
programa de investigación enfocado en la obtención de curvas experimentales de tensión 
vs desplazamiento (curvas p-y) y en la solución de la ecuación diferencial para rigidez 
variable con la profundidad y con el nivel de deflexión. 
(Terzagui K. , 1955) propuso abordar el problema a través de la solución de Winkler, 
enfocando la importancia del método en la selección del módulo de reacción. En su 
publicación, Terzagui fundamenta que el módulo de reacción horizontal tiene dos tipos de 
comportamiento de acuerdo al tipo de material en estudio.  Para el caso de suelos 
cohesivos el módulo de reacción se puede asumir constante y en función de la 
resistencia inconfinada no drenada; para el caso de materiales no cohesivos supone que 
el módulo de reacción aumenta linealmente con la profundidad.  El aporte de Terzagui 
fue notable y aún es comúnmente utilizado para análisis rápidos, desafortunadamente no 
contó con datos experimentales ni estableció procedimientos analíticos para validar sus 
recomendaciones. 
En el trabajo de Terzagui es importante destacar que estableció un criterio fundamental 
en la aplicación del coeficiente de reacción horizontal, afirmando que el coeficiente no es 
una propiedad intrínseca del suelo y que este depende de las dimensiones de la pila. 
2.1.2 Curvas p-y. 
El método p-y fue planteado inicialmente gracias a la ejecución de ensayos en escala 
real financiados por la industria petrolera.  Las curvas p-y fueron definidas como la 
relación de la presión de contacto transferida por la pila al suelo “p”, en un punto dado y 
la deflexión experimentada por el suelo, “y” en el mismo punto.  En síntesis es un 
concepto idéntico al de Winkler, con la diferencia de que en este caso la relación no es 
lineal y está medida directamente de ensayos de campo. 
El método p-y fue desarrollado gracias a la solución de dos problemas importantes en la 
década del 50, el primero fue el avance en la interpretación de la medida de tensiones en 
la pila por medio de strain gauge, y el segundo, la solución de la ecuación de cuarto 
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orden de la viga columna  a través de algoritmos computarizados para el caso no lineal 
del coeficiente de reacción, (Reese & Van Impe 2001). 
El método fue presentado originalmente por  (Matlock & Reese, 1956),  considerando los 
criterios de Terzagui para el coeficiente de reacción, como se mencionó anteriormente la 
solución para el módulo constante con la profundidad es cerrada. Para el caso de rigidez 
variable los autores presentaron soluciones en función de coeficientes adimensionales. 
Por otro lado y de forma casi paralela  (Mcclelland & Focht, 1958), presentaron el análisis 
de un ensayo en escala real de una pila de 25 m de profundidad, los resultados 
permitieron deducir el módulo de elasticidad para una profundidad específica para los 
depósitos deltaicos del rio Mississippi referenciados en el ensayo. 
A partir de las contribuciones iniciales descritas en los párrafos anteriores, se desarrolló 
un número extensivo de ensayos de carga en escala real con pilas totalmente 
instrumentadas, se presentaron recomendaciones de curvas p-y de manera separada, 
tanto para arcillas como para arenas en estado saturado y no saturado. 
2.1.2.1 Curvas p-y en arcillas 
(Matlock , 1970) ejecutó un programa de ensayos en arcilla blanda de pilotes tubulares 
de acero de 324 mm de diámetro, los pilotes se hincaron cerca al lago de Austin, Texas.  
La propuesta del autor es pionera en la construcción de curvas p-y no lineales de manera 
indirecta, que fue extendida por el autor para el análisis de pilotes a carga lateral en 
arcillas blandas. 
Posteriormente  (Reese et al , 1975) presentaron ensayos de carga con pilotes de acero 
de 641 mm de diámetro y 15.2 m de longitud.  Se hincaron pilas en arcilla rígida en un 
lugar cercano a Manor, Texas.  Los ensayos se ejecutaron de forma similar a la descrita 
por  (Matlock , 1970).  Se ejecutaron ensayos cíclicos midiendo un gap de 10 mm. 
(Separación entre el suelo y el pilote en la parte posterior después de la aplicación de la 
carga). 
(Reese & Welch, 1975), analizaron un ensayo en Houston de una pila de concreto pre 
excavada de 915 mm de diámetro,  instrumentada con strain gauges.  El ensayo fue 
ejecutado en arcilla y utilizaron los mismos fundamentos para establecer procedimientos 
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tanto para carga estática como para carga cíclica, encaminados en la construcción de 
curvas p-y no lineales en este tipo de materiales. 
Después de los desarrollos formulados por el equipo de trabajo de Matlock y Resse en 
Texas, se publicaron algunos reportes y sugerencias de modificaciones a las curvas 
inicialmente planteadas.  
(Sullivan, et al 1980) proponen dos parámetros adicionales para modelar curvas p-y, los 
modelos tuvieron un excelente poder de predicción de las pruebas experimentales 
ejecutadas hasta ese entonces, sin embargo, este método no se popularizó debido al 
extenso trabajo que se debe ejecutar para el cálculo de los dos parámetros adicionales. 
(Briaud et al, 1982) presentaron un procedimiento donde se implementó los resultados de 
un ensayo de presurómetro para la construcción de curvas p-y.  (O'Neil & Gazioglu, 
1984) revisaron todos los datos disponibles de curvas p-y en arcillas y presentaron un 
reporte para el American Petroleum Institute (Instituto Americano de Petróleo). 
§ Curvas p-y en arenas 
Las curvas p-y en arenas fueron propuestas a partir de la década de los 70s 
fundamentadas en ensayos de laboratorio en escala real.  La primera hipótesis para la 
deducción de estas curvas está basada en las recomendaciones de  (Terzagui, 1955), 
cuando afirma que la rigidez de la arena es dependiente del nivel de confinamiento. 
Los primeros ensayos experimentales fueron ejecutados en la isla de Mustang cerca de 
Corpus Cristi Texas (Cox et al, 1974).  Se hincaron pilotes de acero tubulares de 610 mm 
de diámetro y 21 m de profundidad.  A partir de estas mediciones (Reese et al 1974) 
establecieron un procedimiento para el cálculo de curvas p-y en arenas no sumergidas.  
(O’Neill & Murchison, 1983) hicieron una revisión exhaustiva de los datos disponibles de 
curvas p-y.  Sugirieron algunos cambios con respecto a la propuesta de (Reese et al 
1974), específicamente en la selección de la rigidez inicial de las curvas. Las sugerencias 
fueron adoptadas por el American Petroleum Institute, y en la actualidad es más conocido 
como método de la API.  
Los trabajos escritos anteriormente se pueden clasificar como aproximaciones clásicas 
que aún son utilizadas para el diseño geotécnico de pilas. En la década de los 90s, se 
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presentaron diversos trabajos con ensayos a escala donde se propusieron algunas 
modificaciones para el cálculo de las curvas p-y, sin embargo estas sugerencias 
corresponden a suelos de sitios muy definidos y condiciones especiales. 
2.1.2.2 Desarrollos recientes 
(Ashour & Norris, 2000) presentaron un estudio detallado del comportamiento de pilas a 
carga lateral.  Apoyados en hipótesis de cuña pasiva proponen el denominado “SW 
model”, sus hipótesis combinadas con una función hiperbólica para modelar la interface 
suelo-estructura permitieron establecer que las curvas p-y no son únicas para cada tipo 
de suelo y que tienen una dependencia marcada del método de instalación. 
Adicionalmente presentaron estudios paramétricos de la influencia de las condiciones de 
borde de la cabeza de la pila, diámetro de la pila, rigidez de la pila, efecto de la forma de 
la sección de la pila y el efecto de suelos estratificados. 
(Kim et al 2004), de Korea, ejecutaron ensayos a escala reducida de arena limpia del rio 
Nak-Dong, los resultados obtenidos fueron comparados con las curvas propuestas para 
arenas por Reese et al (1974), de donde se concluyó que las curvas de Reese, no eran 
apropiadas para modelar este tipo de arenas. El autor propone un método para calcular 
curvas p-y en arenas cementadas. 
En los últimos 10 años, se han publicado numerosas investigaciones de mediciones de 
curvas p-y en escala real, escala reducida y ensayos en centrífuga.  La conclusión 
general es que en cada ensayo y en cada material se obtienen curvas p-y diferentes, y 
en casi ningún caso se acomodan a las propuestas clásicas de curvas p-y.  Juirront & 
Ashford (2006) ejecutaron ensayos de carga en el puerto de Tokachi en Japón, y 
afirmaron que cada depósito geológico debe ser estudiado en particular, con el fin de 
lograr aproximaciones al comportamiento real de manera aceptable. 
(Kodikara et al, 2010), utilizaron el algoritmo de Casteljau propuesto por Bezier en los 
70s.  De esta manera los autores recomiendan construir curvas p-y a partir de los 
polinomios de Bezier y comparan los resultados numéricos obtenidos con FLAC y con las 
curvas de Matlock (1970).  Del análisis se concluye que los polinomios tienen una buena 
correlación con los resultados de FLAC y que la influencia de la cohesión de la arcilla es 
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bien modelada con el método propuesto.  Sin embargo el método no se validó con 
resultados experimentales. 
2.1.2.3 Curvas p-y para grupos de pilas. 
El desarrollo de métodos de análisis para grupos de pilas tuvo un desarrollo limitado 
inicialmente, debido a que los primeros trabajos se enfocaron en entender primero el 
comportamiento de pilas aisladas (Reese & Van Impe, 2001).   
De acuerdo con (Terzagui 1955), Culmann presenta una solución gráfica en 1866, esta 
primera aproximación supuso que tanto las pilas como la estructura son rígidas y obtuvo 
las reacciones en las pilas por el método de los vectores poligonales. Igualmente 
(Terzagui 1955), afirma que en 1930 Brennecke & Lohmeyer proponen un método 
suplementario, donde la componente vertical se distribuye de manera trapezoidal en el 
número de pilas del grupo.  De tal forma que cada pila tiene un área tributaria definida. 
De acuerdo con Resse & Van Impe (2001) Hrennikoff presentó en 1950 un tratamiento 
estructural para el análisis de grupos de pilas, consideró restricciones laterales, 
rotacionales y axiales para el modelo de la capa del grupo de pilas.  Dentro de sus 
hipótesis supuso que las pilas reaccionaban de forma lineal y que los desplazamientos 
eran idénticos en cada una de ellas.  
(Asplund, 1956) formula un método matricial para el análisis estructural de grupo de pilas, 
el cual soluciona encontrando la matriz de flexibilidad del grupo.  Para el análisis de 
cargas transversales utiliza el método del centro elástico.  Las pilas cargadas 
lateralmente son consideradas como  vigas elásticas en un apoyo elástico representado 
por un resorte de rigidez constante. 
Posteriormente (Francis, 1964) analiza un caso bidimensional, y consideró la resistencia 
lateral del suelo  variable con la profundidad.  Asume un punto ficticio de empotramiento 
a cierta profundidad para modelar las pilas como columnas elásticas con base restringida 
en una profundidad crítica. 
Saul (1968) Presenta una formulación generalizada del método matricial para el caso 
tridimensional con pilas rígidamente conectadas a la placa.  Utiliza la viga de Cantiléver 
para describir el comportamiento de las pilas cargadas lateralmente, sin embargo la 
considera de resistencia infinita. 
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2.1.2.4 Curvas p-y aplicadas a grupos de pilas. 
El equipo de ingenieros de la Universidad de Austin, Texas, Reese & Matlock (1960, 
1966) y Reese at al (1970),  presentaron la primera solución acoplando las soluciones 
para pilas individuales a grupos de pilas, la técnica de solución fue el método de 
diferencias finitas. La formulación de ecuaciones proporciona el movimiento en la placa 
del grupo, a partir del método de los coeficientes de influencia formulados por Hrennikoff.  
Estos autores proponen el cálculo del momento en la cabeza de las pilas y la reacción 
lateral en términos del desplazamiento lateral de la cabeza del grupo de pilas.  Cabe 
anotar que los métodos descritos anteriormente no consideraron el efecto de grupo 
cuando el espaciamiento entre las pilas era poco. 
El efecto más representativo del comportamiento de pilas en grupo es el incremento de 
los desplazamientos de una pila debido a la presencia de una pila vecina cargada 
igualmente; este efecto, conceptualizado con el término eficiencia, establece que el 
desplazamiento de un grupo de pilas es mayor al desplazamiento de una pila aislada 
sometida a la carga promedio de las pilas del grupo. 
(Poulos, 1971) y (Banerjee & Davies 1979), a través de la teoría de la elasticidad 
estimaron el efecto de una pila en el resto de pilas del grupo, este método será discutido 
de forma detallada en el capítulo 2, sin embargo se cita aquí porque es la primera 
aplicación de la interacción pila-pila con el método p-y (propuesta por Focht & Kock 1973) 
donde se abordó con los coeficientes de interacción propuestos por Poulos (1971).  La 
propuesta consistió en multiplicar los coeficientes de interacción (llamados por los 
autores factor “p”) por las curvas p-y para una pila aislada, de esta forma se obtiene 
curvas p-y para grupos de pilas.  Los autores sugieren que el factor p debe ser menor 
que uno y la magnitud depende de la configuración de las pilas en el grupo. 
El Manual de Ingeniería de Fundaciones de Canadá (Canadian Foundation Engineering 
Manual, 1978), recomienda utilizar el coeficiente de reacción horizontal igual al utilizado 
en pilas aisladas, si el espacio entre pilas es mayor a ocho diámetros; en caso contrario, 
se debe multiplicar por 0.7 para un espaciamiento de seis diámetros, por 0.4 para un 
espaciamiento de cuatro diámetros y por 0.25 para un espaciamiento de tres diámetros. 
Esta es una de las aproximaciones más utilizadas en la práctica, donde se utiliza un 
resorte lineal, de rigidez reducida por el efecto de grupo. 
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O’Neill (1983) afirmó que los métodos desarrollados hasta la fecha no capturaban el 
problema de la interacción pila-pila, ni el efecto del tipo de instalación.  Afirma que 
tampoco es posible predecir la distribución de tensiones en cada pilote.  Concluye que 
existen pocas evidencias y se deben ejecutar ensayos de campo adicionales. 
Brown et al (1987, 1988), revisó las aproximaciones más comunes hasta la fecha para el 
análisis de grupos de pilas, concluyó que ninguno de los métodos fue efectivo en predecir 
los resultados experimentales obtenidos.  Los autores ejecutaron un ensayo en escala 
real de un grupo de pilas de 3x3 cargadas lateralmente.  Concluyó que la aproximación 
más lógica se logró usando los factores de interacción para la modificación de las curvas 
p-y, como propone Focht & Koch (1973).  Sin embargo resaltan que el uso de factores de 
interacción de la teoría de la elasticidad no fue apropiado, incluso para pequeñas 
deformaciones. 
(Scott, 1995) presenta un estudio exhaustivo de resultados de ensayos de grupos de 
pilas disponibles hasta la fecha. Cita tanto ensayos de campo en escala real, como 
ensayos de laboratorio en escala reducida. Define la eficiencia de  la razón entre la carga 
de una pila individual y la carga de una pila en grupo que produce la misma deflexión. El 
autor afirmó que la eficiencia depende del nivel de carga, y por lo tanto para la 
comparación de ensayos definió una deflexión de referencia de un cincuentavo del 
diámetro de la pila, que corresponde aproximadamente a las cargas de servicio.   
(McVay et al, 1995) de la Universidad de la Florida, ejecutaron ensayos en una centrífuga 
de un grupo de pilas de 3 x 3, con espaciamientos de 3D y 5D, para arenas medio 
sueltas y medio densas.  Los resultados mostraron que la eficiencia del grupo fue 
independiente de la densidad del suelo.  También reportó valores de eficiencia tanto para 
el grupo espaciado 3D, como para el grupo espaciado 5D. Durante el desarrollo del 
trabajo, se ejecutó un ensayo de compresión triaxial drenado para obtener los 
parámetros de las curvas p-y de pilas individuales. De acuerdo con el autor la aplicación 
de las curvas de (Reese, 1974), generó excelentes resultados para la respuesta de las 
pilas individuales en los dos tipos de arena ensayados. Los autores también resaltan que 
los multiplicadores de (Brown et al, 1988), predicen de manera satisfactoria la distribución 
de carga en las filas del grupo. 
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Posteriormente McVay et al (1998), expandieron los resultados anteriores  ensayando 
grupos de 3x3 a 3x7, incrementando el número de filas de 3 a 7.  Igual que en el trabajo 
inicial, se diseñó un ensayo en una centrífuga con arena densa y suelta.  El objetivo del 
estudio fue establecer el efecto del número de filas en el comportamiento del grupo de 
pilas, tanto en la eficiencia como en la distribución de la carga en las filas. 
Para el análisis de los resultados obtenidos, los autores consideraron que el efecto de 
grupo no era representativo a nivel de fila, aunque la pila de la mitad de la fila, tiene un 
mayor efecto que la pila de las esquinas de la misma fila, los autores afirman que 
suponer que la distribución de cargas es igual en las pilas de una fila, no conlleva a 
errores representativos en el análisis. De acuerdo con los resultados obtenidos, los 
autores resaltan las siguientes conclusiones: 
• La distribución de cargas en las filas es función del espaciamiento y del número 
de filas del grupo, pero independiente de la densidad de la arena, por lo tanto los 
multiplicadores que consideran el efecto de grupo, solo son función del arreglo 
geométrico de este y no de las propiedades del suelo. 
 
• La distribución de carga empieza a disminuir en las filas en sentido contrario a la 
aplicación de las cargas, sin embargo a partir de la cuarta fila la distribución de 
carga empieza a ser constante, excepto en la última fila. 
 
• El valor de la carga que se distribuye en la última fila es aproximadamente igual, 
sin importar el número de filas del grupo. 
 
• Utilizando los multiplicadores de Brown et al (1988), se obtiene un error menor al 
3% cuando se compara la repuesta analítica con las mediciones ejecutadas por 
los autores. 
Ruesta & Townsend (1997) durante el diseño de las fundaciones del Puente Roosevelt 
en Florida, ejecutaron un ensayo de carga en escala real de una pila aislada y un grupo 
de pilas espaciadas 3 diámetros. El perfil estratigráfico consistió en arena consistente 
parcialmente cementada.  Las pilas del grupo y la pila aislada se instrumentaron con 
strain gauges e inclinómetros.  Se ejecutó una caracterización detallada del terreno a 
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partir de ensayos de penetración estándar, (SPT), ensayos de penetración con cono 
(CPT), dilatómetro (DMT) y presurómetro (PMT), que se ejecutaron para el cálculo de 
curvas p-y. 
Una de las conclusiones importantes fue las curvas p-y calculadas a partir de los ensayos 
SPT y PMT proporcionaron una precisión aceptable, con respecto a las curvas medidas 
en la pila instrumentada.  Adicionalmente el estudio ratificó los resultados obtenidos por 
(Mc Vay, 1995)  y (Brown et al,1988), con respecto al cálculo de los multiplicadores en 
cada fila.  Sin embargo las curvas de (Reese et al, 1974) no representaron un buen 
comportamiento para el análisis de la pila individual. 
Un aporte importante de los autores es el reporte de los multiplicadores no solo por fila, 
sino también por pila de cada fila, sin embargo concluyen que el comportamiento general 
no genera mayores niveles de error promediando los multiplicadores por cada fila. 
Los ensayos ejecutados por (Rollins et al, 1998), en arcillas para un grupo en escala real 
de 3x3, presentaron resultados similares a los descritos anteriormente para arenas, igual 
que la mayoría de ensayos ejecutados a la fecha, el espaciamiento de las pilas fue de 3 
veces el diámetro en ambas direcciones. 
2.1.2.5 Desarrollos recientes: 
Recientemente (Huang et al, 2001) estudiaron el efecto del proceso constructivo en la 
respuesta de grupos de pilas a través de un programa de ensayos en escala real.  De 
acuerdo con los autores los factores de multiplicación de las curvas p-y deben considerar 
las modificaciones de las condiciones del suelo por efecto constructivo, dentro de sus 
conclusiones afirman que en pilas pre excavadas el suelo pierde rigidez y que en pilas 
hincadas el suelo experimenta un aumento de la rigidez. Sin embargo no es claro el 
proceso por el cual obtienen multiplicadores mayores que uno para el caso de pilas 
hincadas. 
Un estudio particularmente interesante fue ejecutado por Ng et al (2001) en Hong Kong, 
donde se presenta los resultados de ensayos de carga lateral en escala real para una 
pila aislada, dos grupos de dos pilas espaciadas en 3D y 6D respectivamente y un grupo 
de 3 pilas espaciadas 3D.  El perfil estratigráfico consistió en un depósito aluvial 
superficial y roca volcánica descompuesta.  Las pilas fueron pre excavadas  de 1.5 m de 
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diámetro y de 30 m de longitud en promedio.  Se construyeron pre excavando con 
camisa de acero temporal. 
El primer análisis de los autores consistió en comparar la resistencia última medida con la 
teoría de Broms (1964a) para suelos no cohesivos.  Los resultados muestran que la 
teoría de Broms es muy conservadora para pilas sin restricción lateral en la cabeza.  
Para pilas restringidas a rotación en la cabeza, la teoría sobre-estima la resistencia de 
manera significativa. 
Por otro lado el estudio presentó una comparación de las curvas de capacidad de carga 
medidas con las curvas de capacidad de carga calculada, vía dos métodos.  El primer 
método consistió en la utilización de las curvas de (Reese et al, 1974),  obteniendo el 
valor del ángulo de fricción a partir de correlaciones locales del valor del Nspt; y  
utilizando los coeficientes de reacción propuestos por (Terzaghi, 1955) como banda 
inferior y (Elson, 1984) como banda superior.  El segundo método consistió en obtener 
estos parámetros a partir del análisis retrospectivo del ensayo en las pilas aisladas. Los 
resultados mostraron que la curva de capacidad más ajustada se logró utilizando los 
valores del coeficiente de reacción propuestos por Elson ya que con los parámetros de 
Terzaghi presentaron curvas excesivamente conservadoras.  
El trabajo anterior es de gran interés en este estudio, ya que los ensayos se ejecutaron 
en una geología similar a la local y es uno de los pocos ensayos a gran escala 
disponibles en pilas pre excavadas de gran diámetro, ya que la mayoría de los trabajos 
referenciados anteriormente se hicieron para pilas hincadas. Otro aporte fundamental del 
trabajo es la obtención de curvas p-y a partir del ensayo de penetración estándar SPT, se 
mostró que utilizando valores apropiados para el módulo de reacción y el ángulo de 
fricción es posible tener una respuesta muy cercana a la medida, considerando incluso la 
complejidad geológica en el sitio. 
Rollins et al (2005) presentan los resultados de un ensayo a escala real en arena de un 
grupo de pilas de 3x3, espaciadas 3.3 veces el diámetro.  Adicionalmente se ejecutó un 
ensayo de una pila aislada para medir el efecto de grupo. 
Los autores compararon la curva de capacidad de la pila aislada con predicciones 
ejecutadas a partir del programa LPILE (diseñado por Reese 1997, utiliza las curvas p-y 
de (Reese et al, 1974) para el cálculo vía diferencias finitas de la respuesta de la pila)  y 
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el programa SWM (Ashour et al, 2002).  Se obtuvo una modelación excelente utilizando 
un módulo de reacción recomendado por la API (1987) y un ángulo de fricción obtenido a 
partir de la correlación de (Bolton,1987). 
Las conclusiones reportadas por el estudio, reconocen el mismo comportamiento 
encontrado por estudios anteriores en escala real y reducida, sin embargo anotan que los 
factores de multiplicación también son función de la posición de la pila en cada fila, de tal 
manera que las pilas exteriores de una fila, la carga es de un 20 a un 40% mayor que en 
las pilas centrales de la fila.  Similares conclusiones fueron reportadas por (Ruesta et al 
,1997). 
(Rollins et al, 2006) investigaron el efecto de interacción entre pilas en función del 
diámetro para arcillas rígidas,  para ello presenta la ejecución de ensayos en escala real 
de grupos de pilas sujetas a carga lateral y con espaciamientos de 3.3, 4.4 y 5.65 veces 
el diámetro de la pila.  Los grupos de pilas constaron de 5 filas de pilas en dirección a la 
carga.  Los autores confirman que la distribución de las cargas en las filas dependen del 
espaciamiento entre estas, adicionalmente concluyen que para el caso de arcillas la 
distribución de cargas en las pilas de una misma fila es uniforme, contradiciendo la teoría 
de la elasticidad y el comportamiento medido en arenas por el mismo autor. 
Los autores presentan expresiones logarítmicas para el cálculo de multiplicadores en 
función del espaciamiento entre filas de pilas, y concluyen que mientras las expresiones 
de Reese & Van Impe (2001) sobrestiman los multiplicadores, las expresiones de la 
AASHTO (2000) y US Navy (1993) subestiman los valores. 
IIyas et al (2004), ejecutaron una serie de ensayos en centrífuga en arcillas normalmente 
consolidadas y arcillas sobre consolidadas.  Los ensayos se ejecutaron sobre grupos de 
pilas de 2x2, 2x3, 3x3 y 4x4 para espaciamientos de tres y cinco diámetros.  Afirman las 
mismas conclusiones encontradas anteriormente, pero sostiene que la suposición de que 
la carga promedio en las pilas de una fila es constante, solo es válida para la fila del 
frente y para la última fila; ya que de acuerdo a los resultados en la zona central en una 
misma fila las pilas de la mitad llevan menos carga que las pilas de las esquina.  Esta 
observación ha sido ya validada tanto en arenas como en arcillas y coincide con algunas 
predicciones de la teoría de la elasticidad, como se verá más adelante. 
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Chandrasekaran et al (2010), presentaron ensayos en centrifuga para grupos de pilas en 
arcilla blanda cambiando el número de pilas y la longitud embebida de las mismas.  
Adicionalmente se varió el espaciamiento de tal forma que se estudió de manera 
experimental el efecto de la longitud de las pilas, la configuración del grupo, el 
espaciamiento y el número de pilas. 
Las conclusiones obtenidas en el estudio muestran que el comportamiento de grupos de 
pilas no sólo es función del espaciamiento en la dirección de la carga, sino también en 
sentido transversal a la carga como lo mostró IIyas (2004).  También mostraron los 
autores que el momento flector en las pilas se incrementa en magnitud para todas las 
pilas del grupo, también cambia la localización del momento máximo con respecto al 
comportamiento de una pila aislada. 
Los autores presentan que la eficiencia del grupo de pilas depende del espaciamiento 
entre pilas, del número de pilas en el grupo, de la longitud embebida de las pilas y del 
número de pilas en dirección perpendicular a las cargas.  De tal forma que a medida que 
se aumenta el número de ensayos para diferentes configuraciones, se confirma los 
efectos de la teoría de la elasticidad.  
2.1.3 Comentarios generales. 
Vastos  trabajos han tenido por objeto la deducciones de curvas p-y y la deducción de 
factores de multiplicación para el análisis de grupos de pilas. Los trabajos mostrados 
anteriormente reflejan un esfuerzo prolongado por entender el comportamiento de pilas 
aisladas y grupos de pilas sometidos a carga lateral.  La mayoría de los estudios han 
encontrado una buena correlación entre las curvas propuestas por (Reese et al, 1974) 
para arenas y (Matlock et al,1970) para arcillas, estas curvas parece que abarcan el 
comportamiento, no sólo de los suelos donde fueron deducidas a través de ensayos 
experimentales, sino también para otros tipos de materiales en localizaciones diversas. 
Cabe anotar que el estudio reportado por (Ng et al, 2001), muestra el buen 
comportamiento de las curvas de Reese de 1970 para pilas pre excavadas de gran 
diámetro y localizadas en Hong Kong, con una geología que combinaba roca 
descompuesta a nivel profundo con depósitos aluviales y marinos a nivel superficial y 
bajos contenidos de finos.  Es importante resaltar esto, porque se valida el método p-y 
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para pilas pre excavadas y para geologías diferentes a las arenas limpias de la Isla de 
Mustang. 
De acuerdo a la revisión bibliográfica detallada de las curvas de transferencia, parece 
que independientemente de la propuesta de cada autor, se sabe que estas se rigen por 
un comportamiento hiperbólico, que es función del módulo de reacción y el ángulo de 
fricción para arenas; en arcillas depende de la deformación media y de la resistencia a la 
compresión simple.  Por esta razón para una predicción satisfactoria es importante 
encontrar de manera adecuada los parámetros básicos, como el módulo de reacción 
lateral y el ángulo de fricción o la resistencia inconfinada, y luego adoptar una curva 
hiperbólica propuesta por cualquiera de los autores descritos anteriormente. 
Por otra parte se ha comprobado que el comportamiento de grupos de pilas sometido a 
carga lateral, se caracteriza por presentar una eficiencia reducida en comparación con el 
comportamiento de una pila aislada. Se demostró que los multiplicadores de grupo para 
las curvas p-y proporcionan predicciones muy buenas para la respuesta de grupos de 
pilas.  De la evidencia experimental que se tiene hasta el momento, se concluyó que los 
factores dependen marcadamente del espaciamiento de las pilas en la dirección de la 
carga y de la geometría del arreglo del grupo, también del número de pilas del grupo.  Sin 
embargo el comportamiento es similar tanto para arcillas como para arenas y tanto para 
materiales densos como para poco densos, de tal manera que la eficiencia del grupo de 
pilas solo depende de la distribución geométrica y número de estas. 
Una de las discusiones principales del comportamiento de grupos de pilas se enfoca en 
establecer si los multiplicadores son constantes en las filas (entiéndase por filas el 
alineamiento de pilas en dirección perpendicular a la carga).  De acuerdo con Mc (Vay et 
al,1995, 1998) y (Ruesta 1997), considerar que las pilas tienen iguales multiplicadores 
por filas no genera mayor error en los resultados finales, sin embargo (Iiyas, 2004), 
sostiene que tanto en arcillas como para arenas, existe gran diferencia con respecto a los 
multiplicadores a nivel de fila, sostienen que las pilas exteriores transfieren más carga 
que las pilas del medio. La discusión en términos generales no influye mucho en el 
comportamiento global del grupo, sin embargo a nivel de diseño de cada pila, es muy 
significativa y se considera que en el grupo cada pila, transfiere de manera muy diferente 
las cargas.  
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Se concluye entonces que la combinación del método p-y con los multiplicadores de 
grupo es una herramienta muy poderosa en el análisis de grupos de pilas que combina 
parámetros empíricos con fundamentos teóricos para el análisis de grupos de pilas.  
Adicionalmente  el autor considera que el éxito y popularidad del método radica en que 
los parámetros de entrada son fácilmente calculados a partir de correlaciones empíricas 
ya sea de SPT, CPT, MDT o PMT.  El método puede ser fácilmente aplicado a nivel local 
considerando las anotaciones de Ng et al (2001). 
En síntesis, los ensayos y análisis ejecutados hasta la fecha, muestran que el efecto de 
grupo en pilas cargadas horizontalmente depende principalmente del espaciamiento de 
las pilas en la dirección de las cargas.  Los aportes recientes de IIyas et al (2004) y 
Chandrasekaran et al (2010) mostraron que el comportamiento también está definido de 
manera no despreciable por el número de pilas (tanto en dirección longitudinal como 
transversal) y la longitud de las mismas.  Resultados que son coherentes con las 
predicciones de la teoría de la elasticidad.  
2.2 Métodos basados en la teoría de la Elasticidad. 
Desarrollos cuasi-paralelos a las propuestas basados en la teoría del Winkler, se 
ejecutaron por el método de la teoría de la elasticidad.  Igual que los otros métodos de 
análisis, tuvo sus orígenes en el análisis de pilas aisladas sometidas a carga axial. 
Para el caso de carga lateral, Poulos de la Universidad de Sydney (Australia)  publica en 
(1971b y 1972), los estudios teóricos para el análisis de pilas, grupos de pilas y pilas 
apoyadas en roca.   
El método fundamentado en la teoría de la elasticidad considera una pila embebida en un 
medio elástico continuo, inicialmente isotrópico y lineal (sin embargo desarrollos 
posteriores complementaron el método para materiales anisotrópicos, y no lineales en la 
interface suelo-pila).  Tanto la pila como el suelo es dividida en un número determinado 
de elementos uniformemente cargados.  La solución se obtiene igualando los 
desplazamientos del suelo con los desplazamientos de la pila en cada elemento.  Los 
desplazamientos de la pila se calculan con la ecuación de la viga-columna y los 
desplazamientos del suelo se calculan integrando las ecuaciones de (Mindlin 1936). 
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La integración de las ecuaciones de Mindlin fue ejecutada por Douglas & Davis (1964). 
Las ecuaciones permiten encontrar el desplazamiento horizontal en cualquier punto del 
suelo, impuesto por una carga horizontal en cualquier punto de la pila.  Este fundamento 
lo utilizó Poulos (1971) para el desarrollo teórico a partir del método de elementos de 
frontera de la respuesta de pilas sometidas a cargas horizontales. El autor presentó la 
formulación teórica y mostró numerosos gráficos para el cálculo rápido de deflexiones y 
momentos flectores en la pila. 
Banerjee & Davis (1978) de la universidad de London, presentaron un análisis detallado 
del efecto de la no homogeneidad del suelo en las respuesta de pilotes sometidos a 
carga axial y carga lateral, a partir de resultados de la teoría de la elasticidad formulan un 
método basado en coeficientes adimensionales que se presentan de manera gráfica.  
Concluyen los autores que el efecto de una variación lineal del módulo de elasticidad con 
la profundidad, se manifiesta por el aumento del momento flector, tanto para pilas libres 
como para pilas restringidas en la parte superior, adicionalmente muestran un buen 
rendimiento del método al comparar con ensayos ejecutados en campo. 
En uno de los textos más completos y rigurosos para el análisis y diseño de pilas y 
grupos de pilas,  (Poulos & Davis, 1980) presentan diferentes tipos de gráficos para el 
cálculo de deflexiones de pilas aisladas para deferentes casos: pilas flotantes en un 
medio uniforme, en un medio no uniforme, sin restricción superior, empotradas en la 
parte superior, se incluyó el efecto de cedencia por la concentración de tensiones de 
compresión en la parte superior, se incluyó el efecto de la separación suelo-pila (soil-pile 
gap) en la parte trasera de la cabeza de la pila. 
El método propuesto por los autores permite encontrar la deflexión, la rotación y el 
momento máximo a partir de factores adimensionales, factores que por lo general son 
función de la rigidez relativa entre la pila y el suelo y la geometría de la pila.  Se define un 
factor adimensional para el efecto de la cedencia, el cual es función principalmente del 
nivel de carga horizontal en el pilote. 
Los métodos descritos anteriormente, desarrollados por investigadores de Inglaterra y 
Australia, fueron la primera aproximación al comportamiento de pilas sometidas a cargas 
laterales abordada desde la teoría de la elasticidad.  El método no alcanzó la popularidad 
del método p-y por diversas razones; entre las posibles causas está el nivel de 
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complejidad numérico y la limitación de los resultados gráficos publicados en (Poulos & 
Davis,1980); adicionalmente los ingenieros se familiarizaron fácilmente al módulo de 
reacción y por ende a las equivalentes curvas p-y. 
Randolph (1977), hizo un estudio detallado del comportamiento teórico de pilas, 
resolviendo las ecuaciones de elasticidad a través del método de elementos finitos; a 
partir de este trabajo (Randolph & Wroth 1978) publicaron un conjunto de ecuaciones 
para el cálculo de asentamiento en pilas aisladas sometidas a carga axial. 
De la misma manera Randolph (1981), presenta un conjunto de ecuaciones cerradas 
para el cálculo de deflexiones en pilas aisladas, las ecuaciones se formularon a partir de 
los resultados paramétricos del estudio que ejecuto en su tesis de doctorado (Randolph 
(1977)), utilizando el método de los elementos finitos. A pesar de ser un método fácil de 
aplicar, no tiene una buena correlación con ensayos, ya que no considera el efecto no 
lineal del suelo. 
(Davies & Budhu 1986), hace una crítica al método p-y, indicando las limitaciones de 
este, cuando no se ejecutan ensayos de carga, afirma que no se pueden ejecutar 
ensayos indirectos al suelo para calibrar el método, adicionalmente afirma que las curvas 
p-y no son iguales cuando se tiene la cabeza libre o cuando esta está empotrada, por 
tanto no hay coherencia, cuando se calculan grupos de pilas a partir de los resultados de 
una pila aislada sin restricción superior. 
Los autores presentan ecuaciones algebraicas cerradas para el cálculo de deflexiones de 
pilas aisladas, en arcillas sobre consolidadas. El método considera un comportamiento 
elástico perfectamente plástico para modelar la interface suelo-estructura. Este método 
es de fácil programación y se describe con más detalle en el siguiente capítulo. 
2.2.1 Grupos de pilas. 
Para el análisis de grupos de pilas, Poulos (1971), propuso resolver el problema a través 
del coeficiente de grupo, el cuál definió en términos del desplazamiento de una pila 
individual en comparación con el desplazamiento de una pila en grupo con la carga 
promedio.  Poulos (1971) presentó gráficos del coeficiente de grupo para grupos de pilas 
cuadradas de diferente tamaño. 
Capítulo 2 37 
 
Adicionalmente el autor presenta la distribución de carga en cada pila, obteniendo como 
resultado que las cargas se distribuyen de forma simétrica en dirección paralela y 
perpendicular a la carga.  De esta manera se dedujo que la teoría de la elasticidad no 
captura el “efecto de sombra”, efecto que es de gran importancia de acuerdo con los 
ensayos de laboratorio ejecutados hasta el momento. 
Recientemente un grupo de investigadores de la universidad de Thessaly, Grecia, 
publicaron un análisis numérico no lineal de grupos de pilas, tanto en arena 
(Papadopoulou & Comodromos, 2010) como en arcillas (Comodromos & Papadopoulou, 
2012).  En el caso de arenas se utilizó el modelo de Mohr-Coulomb para modelar tres 
tipos de suelo y se obtuvo una expresión algebraica para el cálculo del factor de 
amplificación por efecto de grupo. Los resultaros se compararon con los obtenidos por 
(Rollins et al 2005), obteniendo una buena aproximación. 
Para el caso de arcillas, se ejecutó un análisis numérico no lineal para cuatro tipos de 
arcillas e igualmente se propone una expresión algebraica para el cálculo del factor de 
amplificación.  Los resultados se compararon con los obtenidos por (Brown et al 1987), 
de donde se obtuvo una buena aproximación. 
Los análisis ejecutados por los autores utilizaron un modelo no lineal, por tanto mostraron 
que el factor de amplificación de grupo es función no solo del arreglo geométrico, sino 
también de tipo de suelo y de la rigidez de este.  Adicionalmente se muestra la 
dependencia del nivel de carga para el cálculo del factor de amplificación.  Estos 
resultados muestran la efectividad de la teoría de la elasticidad para el cálculo del efecto 
de grupo, sin embargo se debe considerar que los modelos del suelo, tanto de arenas 
como de arcillas deben ser no lineales para obtener una buena aproximación. 
2.2.2 Otras propuestas. 
De manera alternativa a los métodos que se presentaron, Evans & Duncan (1982) y 
Duncan et al (1994), presentaron el denominado método característico, el cual usa un 
procedimiento simplificado para estimar el comportamiento carga-deflexión de una pila 
aislada. 
Los autores presentaron ecuaciones adimensionales, a partir de numerosos análisis 
aplicando el método p-y, las ecuaciones consideran la resistencia última del suelo y 
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proporcionan la deflexión en la cabeza de las pilas y el momento máximo de la pila.  El 
método característico es una herramienta útil para evaluar rápidamente la deflexión y 
momento máximo de pilas, sin embargo no contempla la rigidez del suelo, por lo que ha 
sufrido muchas críticas para su implementación. 
Para la solución del problema de pilas sometidas a carga lateral, también se presentaron 
soluciones analíticas exactas considerando el suelo como un medio elástico, isotrópico y 
homogéneo.  Son varios los autores que han presentado soluciones, sin embargo se 
menciona aquí la propuesta de (Farzad & Ronald 2004) ya que más tarde se utilizará 
para efectos de comparación. 
2.3 Contribuciones Locales. 
Uno de los trabajos locales que hicieron aporte a el análisis de pilas sometidas a cargas 
laterales, fue el trabajo de Urrego (2003), este autor estudio de manera teórica  la 
influencia de la estructura y la saturación parcial de los suelos residuales en la respuesta 
de pilas sometidas a carga lateral.  Urrego dedujo curvas p-y  para suelos estructurados y 
a partir de estas, calculó la deformada y momento flector de la pila.  Las curvas p-y se 
calcularon con base en un modelo constitutivo desarrollado para suelos estructurados.   
 
  
 
3 Marco Teórico de los Métodos de 
Solución 
Los desarrollos en el campo del análisis de pilas, como se vio en el capítulo anterior, han 
tenido dos enfoques de estudio principales, este capítulo describe en primer lugar el 
método p-y; se muestran los fundamentos teóricos y las curvas más relevantes 
desarrolladas hasta el momento.  Posteriormente se describen las propuestas 
presentadas con base en la teoría de la elasticidad, se discuten de forma comparativa las 
hipótesis y se presentan los resultados. 
Más que presentar un marco teórico, este capítulo pretende hacer un análisis 
comparativo de los métodos disponibles, mostrar las implicaciones de cada uno y discutir 
la pertinencia de estos  en el análisis de grupos de pilotes en el contexto geológico local. 
3.1 El Método p-y 
El método p-y está fundamentado en la teoría de Winkler, también conocida como el 
método de reacción de la subrasante “Subgrade reaction method”.  El método fue 
propuesto inicialmente por Winkler (1867) con el objeto de analizar vigas elásticas 
apoyadas en el suelo de subrasante, el cual fue idealizado como una serie independiente 
de resortes elásticos lineales. 
El término original “subgrade reaction” indica la tensión de contacto “p” entre la estructura 
y el suelo como producto de aplicación de una carga externa sobre la estructura, de esta 
manera el coeficiente de reacción (también llamado módulo de balasto), se define como 
la división entre la tensión de contacto “p” y el desplazamiento “y” que produce la tensión 
en determinado punto. 
 h
pk
y
=  (3.1) 
Donde hk  está definida en unidades de 
3F L  
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Posteriormente (Reese & Matlock 1956) con el objeto de implementar el concepto del 
módulo de reacción en el análisis lateral de pilas, definió el módulo de reacción en los 
siguientes términos: 
 pK
y
=  (3.2) 
Donde p es la fuerza en el punto de análisis por unidad de longitud dado en unidades 
F L , y K  el módulo de reacción lateral definido en unidades 2F L  
Aplicando la teoría de deformación de la viga elástica apoyada en resortes de rigidez K , 
se obtiene la ecuación que gobierna la deflexión del pilote para una sección constante 
con la profundidad z  y ausencia de carga axial de la siguiente manera.  
 ( )
4
4 , 0
d yEI K z y y
dz
+ =  (3.3) 
Donde EI es el radio de rigidez de la pila, z eje longitudinal y “y” la deflexión de la pila, de 
acuerdo con la definiciones anteriores K  indica el módulo de reacción lateral el cual 
puede estar definido en función del módulo de balasto como hk D , donde D es el 
diámetro de la pila. 
(Hetenyi 1946) presentó la solución exacta de la ecuación 3.3 para el caso de K  
constante con la profundidad (considera el suelo como un medio homogéneo) e 
igualmente constante con el nivel de deformación, para pilas con diferentes condiciones 
de restricción superior.  Las ecuaciones hiperbólicas se pueden consultar en (Poulos & 
Davis, 1980). 
Para el caso no homogéneo (Barber, 1953) y (Matlock & Reese, 1960) presentaron 
soluciones gráficas del problema considerando el coeficiente de reacción constante para 
arcilla y variando linealmente con la profundidad para el caso de arenas.  Las soluciones 
fueron obtenidas resolviendo la ecuación (3.3) con el método de diferencias finitas, ya 
que esta no tiene solución exacta cuando el coeficiente es variable. Los gráficos de 
solución se pueden consultar en (Poulos & Davis,1980). 
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A partir de los ensayos ejecutados en campo por (McClelland & Focht (1958) se 
evidenció que el comportamiento del módulo de reacción es netamente no lineal, incluso 
para bajos niveles de carga, de esta manera se definió a la curva que muestra la relación 
entre la caga por unidad de longitud “p” y la deflexión a determinada profundidad “y” 
como “curvas p-y” (véase Figura 3.1). 
 
Figura 3.1.  El concepto de curvas p-y 
El comportamiento no homogéneo y no lineal del suelo es representado por un módulo 
de reacción variable, ( , )K K z y= y sugiere que la ecuación (3.3) debe ser solucionada 
con técnicas especiales.  Adicionalmente las curvas involucran la resistencia última 
lateral del suelo, la cual debe ser adoptada para la definición del tramo final de la misma. 
3.1.1 Análisis de Pilas Individuales 
Las curvas p-y dependen del tipo de suelo y se pueden medir experimentalmente a partir 
de ensayos en escala real de pilas instrumentadas.  Varios investigadores han 
presentado curvas p-y para varios tipos de suelo, como se presentó y analizó en el 
capítulo 1, a continuación se presentan las curvas más representativas: 
Arenas: Reese et al (1974). Y O’Neill & Murchison (1983). 
Arcilla Suelta: Matlock (1970) 
Arcilla Rígida bajo el nivel freático: Reese et al (1975) 
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Arcilla Rígida encima del nivel freático: Welch & Reese (1972) 
3.1.1.1 Curvas p-y para suelos no cohesivos. 
Las curvas fueron diferenciadas para arenas y para arcillas, en el caso de arenas se 
definió un tramo inicial lineal con pendiente equivalente al módulo de reacción lateral, la 
capacidad última fue calculada con base en la teoría de cuña pasiva calibrada 
experimentalmente.  La Figura 3.2 muestra la forma de las curvas p-y para arenas 
propuestas por (Reese et al,1974).  El coeficiente Kpy que representa la pendiente inicial 
de la curva es proporcional al coeficiente de reacción horizontal, y la resistencia última se 
calcula en función de los parámetros de resistencia.  Véase (Reese & Van Impe, 2001). 
Las curvas dependen del nivel de confinamiento del suelo, lo que implica que tenemos 
una única curva para cada profundidad de la pila.  Deducimos entonces que a medida 
que aumenta la profundidad, aumenta la rigidez inicial de la curva y aumenta la 
resistencia última de esta, aunque la deformación final es igual para todas las curvas. 
De esta manera la generación de una curva p-y en arena solo depende de ( ), ,hK γ φ , los 
valores de deformación medios y últimos sólo dependen del diámetro de la pila y el 
incremento de la rigidez y de la resistencia final de la profundidad. 
 
Figura 3.2.  Curvas p-y en arenas. 
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3.1.1.2 Curvas p-y para suelos cohesivos. 
En el caso de materiales cohesivos el tramo inicial de la curva está definido en función de 
50ε el cual se define como la deformación para una carga correspondiente al 50% de la 
resistencia a la compresión del material. De acuerdo con (Reese & Van Impe 2001) la 
relación s uE c  disminuye con 50ε , y considerando que uc es constante, se obtiene que 
sE  disminuye cuando 50ε  aumenta.  De las relaciones anteriores sustentadas con 
ensayos de campo, el parámetro 50ε  tomó relevancia como indicador de la rigidez inicial 
de las curvas p-y en suelos no cohesivos. 
La Figura 3.3 muestra una curva típica para arcillas no sumergidas, definida por Matlock 
(1970), donde se muestra una relación hiperbólica hasta el punto donde alcanza la 
deformación de fluencia la cual corresponde a 508y . 
 
Figura 3.3.  Curvas p-y típica en arcillas. 
(Reese & Van Impe 2001) presentan las ecuaciones básicas para el cálculo de las curvas 
p-y para los tres casos de arcillas mencionados, adicionalmente presentan las 
ecuaciones para la construcción de las curvas de la API (O’Neill & Murchison, 1983). 
3.1.1.3 Curvas para suelos con cohesión y fricción. 
La resistencia última de la mayoría de los suelos supone la existencia tanto de cohesión 
como de fricción, es así como los limos, las arenas cementadas o la respuesta drenada 
de arcillas están controladas por el comportamiento cohesivo y friccionante. 
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Es evidente que el comportamiento de los suelos residuales está gobernado por los 
enlaces formados entre partículas durante el proceso de oxidación, estos enlaces 
generan una especie de cementación que involucra una cohesión aparente para la 
cuantificación de la carga última.  En el contexto geológico local, prevalecen los suelos 
residuales y depósitos recientes o coluviones en la mayoría de las veces meteorizados, 
donde es importante tanto la componente de fricción como de cohesión. 
Con respecto al comportamiento de arcillas, existe una creencia generalizada a sub-
estimar el efecto del confinamiento en la resistencia de éstas, concepto que fue 
introducido por Terzagui para modelar de manera sobre-conservadora la respuesta a 
corto plazo de arcillas saturadas, es claro que en la actualidad este concepto es poco 
válido y más en el contexto local donde no se ha respaldado experimentalmente esa 
hipótesis. 
Considerando las observaciones anteriores es relevante describir aquí de manera 
detallada los métodos que involucran el cálculo de curvas p-y considerando tanto la 
componente de fricción como la de cohesión, se debe anotar que la evidencia 
experimental a nivel mundial es poca y a nivel local es nula, sin embargo una 
investigación indirecta de comportamiento de pilas en la geología local es de gran valor 
como punto de partida de una investigación seria en el modelo de cimentaciones 
profundas. 
(Ismael 1990) presentó un método para el cálculo de curvas p-y en arenas cementadas 
(véase Figura 3.4), el comportamiento hiperbólico fue modelado considerando la 
ecuación de (Matlock 1970) para arcillas blandas y el cálculo de la resistencia última fue 
calculado a partir de la resistencia pasiva considerando tanto el aporte friccionante como 
el cohesivo.  El método fue calibrado con ensayos en escala real, de donde se concluyó 
que las curvas de (Reese et al 1974) para arena eran demasiado conservadoras para la 
modelación de pilas en arenas cementadas. 
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Figura 3.4.  Curvas p-y propuestas por Ismael (1990). 
 
(Reese & Van Impe 2001) formularon un método para el cálculo de curvas p-y integrando 
el aporte cohesivo y friccionante, en contraste con los planteamientos de Ismael, los 
autores señalaron que las curvas son dominadas por el comportamiento friccionante.  La 
Figura 3.5 muestra la forma de la curva p-y, cabe anotar que los autores presentaron los 
fundamentos teóricos, sin embargo los supuestos no se han validado hasta la fecha. 
3.1.1.4 Curvas Hiperbólicas. 
Una presentación generalizada tanto para materiales cohesivos, friccionantes y un aporte 
combinado fue propuesto por Carter (1984), el autor involucra un modelo de sólo tres 
parámetros para describir las curvas p-y de cualquier material.  La ecuación  4 muestra la 
tensión P en la interface suelo-estructura en unidades ( )2F L , el módulo de reacción 
horizontal hk  y el parámetro n que controla el comportamiento no lineal y la tensión 
última de contacto uP . 
 
n
u
n n
h u
PPy
k P P
⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 (3.4) 
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Figura 3.5.  Curvas p-y para limos Reese & Van Impe (2001). 
De acuerdo con (Carter 1984), utilizando un valor de n=1 para arenas y n=0.2 para 
arcillas se logra modelar con el mismo nivel de confianza de las curvas p-y clásicas el 
comportamiento de cualquier tipo de suelos con la ecuación 3.4. 
3.2 Análisis de Grupos de Pilas 
Para el análisis de grupos de pilas Brown et al (1988) desarrolló el concepto de los 
multiplicadores p “p-multiplier” denominados en este caso como fm , (véase Figura 3.6).  
De acuerdo con esta aproximación, la curva p-y de una pila aislada se multiplica por un 
factor fm , de tal manera que este factor involucre los efectos de interacción del grupo de 
pilas. 
En el cálculo de los factores de multiplicación fm , se debe considerar el efecto de 
sombra (Figura 3.7).  De acuerdo con las observaciones ejecutadas por Holloway (1981), 
la distribución de los factores de multiplicación es diferente, dependiendo de la posición 
en que se encuentra la pila.  De esta manera las pilas de la fila del frente presentan 
factores de multiplicación cercanos a la unidad, mientras las pilas localizadas de la 
segunda a la última fila presentan factores de multiplicación menores a 0.5.   
El efecto de sombra “Shadowing efect” refleja el comportamiento asimétrico en el análisis 
de grupos de pilas, este efecto es producto de la no linealidad del suelo cuando está 
sometido a cargas laterales y revela que las pilas localizadas en la fila del frente (primera 
fila) es la que transfiere mayor cantidad de carga, mientras las pilas localizadas en las 
otras filas transfieren menos del 50% de la carga promedio del grupo. 
Capítulo 3 47 
 
Los factores de multiplicación se han medido tanto para arenas como para arcillas y 
varios autores han presentado los factores deducidos en ensayos en escala real y 
ensayos ejecutados en centrífuga como se describió en el capítulo 1.  Sin embargo la 
mayoría de ensayos reportan factores de multiplicación ejecutados en pilas de diámetro 
pequeño hincadas ya sea en arena o en arcilla, geología típica de suelos transportados. 
 
Figura 3.6.  El concepto de los multiplicadores-p (Brown et al, 1988). 
 
Figura 3.7.  El concepto del efecto de sombra (Ruesta & Towsend, 1997) 
Los factores de multiplicación reportados en la literatura se presentan en la Tabla 3.1, 
como se puede observar los factores de las pilas localizadas en las filas uno y dos son 
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cercanos a la unidad, mientras los otros factores permaneces cuasi-constantes y son 
menor a 0.5.  De los ensayos ejecutados hasta la fecha se puede concluir lo siguiente: 
• Los factores de multiplicación se pueden medir por filas ortogonales a la 
dirección de la carga, de tal forma que la cantidad de pilas por fila es 
despreciable. 
• Los factores de multiplicación son independietes del tipo de suelo, geometría de 
la pila, el nivel de carga y el número de pilas, siendo dependiente 
principalemente del espaciamiento. 
• Para un grupo de pilas con espaciameinto de 6D en dirección de la carga y 4D en 
dirección perpendicular el efecto de interacción es despreciable. 
Tabla 3.1.  Reporte de factores de multiplicación p medidos en ensayos de campo 
  Fila   
Pilas en 
el grupo S/D 1 2 3 4 
Tipo de suelo y resistencia 
no drenada Cu Referencia 
3x3 3 0.66 0.41 0.44 - Arcilla blanda (9 kPa) Rollins (2007) 
1x4 3 0.76 0.56 0.46 0.54   
2x2 3 0.74 0.48 - -   
 5 0.85 0.58 - -   
1x2 3 0.81 0.70 - -   
3x3 3 0.60 0.40 0.40 - Arcilla blanda a medianamente rígida 
Rollins et al. 
(1998) 
3x3 3 0.70 0.50 0.40 - Arcilla rígida sobre-consolidada Brown et al. (1987) 
3x3 3 0.65 0.50 0.48 - Arcilla normalmente consolidada Ilyas et al. (2004) 
4x4 3 0.65 0.49 0.42 0.46   
2x2 3 0.96 0.78 - -   
1x2 3 0.80 0.63 - -   
3x3 3 0.83 0.53 0.53 - Suelo de cualquier tipo Reese et al. (2006) 
1x4 3 0.93 0.67 0.63 0.68  (inbuilt p multipliers in  
2x2 3 0.85 0.61 - -  GROUP Version 7.0) 
 5 0.92 0.77 - -   
1x2 3 0.93 0.72 - -   
Cualquier 
grupo 3 0.78 0.56 0.40 0.40 Todos los tipos de suelo 
Rollins et al- 
(2006a) 
Cualquier 
grupo 3 0.80 0.60 0.45 - Todos los tipos de suelo 
Mokwa and 
Duncan (2005) 
 
A partir de las premisas anteriores Rollins et al (2006), presentó con base en la ejecución 
de ensayos en escala real las siguentes ecuaciones para el calculo de los multiplicadores 
de las curvas p-y. 
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Primera fila 
 ( )0.26ln 0.5 1mf S D= + ≤  (3.5) 
Sefunda fila ( )0.52ln 1mf S D= ≤  (3.6) 
Tercera fila en adelante ( )0.60ln 0.25 1mf S D= − ≤  (3.7) 
La Figura 3.8 muestra diferentes recomendaciones para el cálculo de los multiplicadores-
p en función del espaciamiento, es posible establecer que la recomendaciones de la 
AASTHO (2000), como las recomendaciones de US Army (1993)  castigan severamente 
el comportamiento de grupo, sin envargo las ecuaciones propuestas por (Reese & Van 
Impe 2001) presentan valores demasiado altos con respecto a los reportados en los 
ensayos de carga.   
Las conclusiones descritas fueron ejecutadas para simplificar el tratamiento en el análisis 
de grupos de pilas, sin embargo (Chandrasekaran 2010) aclara que los multiplicadores-p 
son altamente dependientes del nivel de deflexión, ademas recalca que los factores de 
multiplicación también cambian para una misma fila como se describió en el capítulo 1. 
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Figura 3.8.  Recomendaciones para el cálculo de multiplicadores-p,Tomado de (Rollins, 2006). 
De acuerdo a los planteamientos descritos, se puede decir que la evidencia experimental 
muestra que el efecto de grupo para cargas laterales es altamente representativo, se 
puede describir el efecto en dos premisas simples: en primer lugar la distribución de 
carga lateral no es igual para cada pila, de acuerdo a la separación entre pilas y la 
localización de cada una de ellas en el grupo la carga tomada es diferente.  En segundo 
lugar la distribución de momentos flectores tampoco es igual. 
3.2.1 El concepto de eficiencia 
Es importante explicar de manera detallada el efecto de eficiencia, ya que es el 
parámetro que describe de forma global el comportamiento de grupos de pilas.  La 
ecuación 3.8, presenta la eficiencia como la relación entre la carga total del grupo H  
divida por el número de pilas n  (carga promedio) y la carga horizontal sH que toma una 
pila aislada para producir la misma deflexión del grupo.  Es importante no confundir los 
multiplicadores-p de grupo con el factor de eficiencia, mientras los factores están 
definidos para cada pila y exclusivamente para las curvas p-y, la eficiencia está definida 
para el grupo en términos de la curva de capacidad de carga. 
 e
s
H nG
H
=  (3.8) 
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Considerando el concepto de eficiencia definido anteriormente, para el caso de grupos de 
pilas sin restricción lateral se obtiene eficiencias menores a la unidad, variando 
notablemente con el nivel de carga, de tal manera que a mayor deflexión menor es la 
eficiencia del grupo (véase Figura 3.9). 
Para el caso de pilas restringidas lateralmente por efecto de una placa superior, la 
eficiencia es mayor a la unidad y para altos valores de deformación esta disminuye hasta 
llegar a valores cercanos a la unidad. (Véase Figura 3.10). 
 
Figura 3.9.  Eficiencia vs deflexión de grupos de pilas sin restricción lateral.  
 
Figura 3.10.  Eficiencia vs deflexión de grupos de pilas con restricción lateral. 
52 Análisis Tridimensional de Pilas Considerando el Comportamiento No Lineal del 
Suelo 
 
3.3 Soluciones proporcionadas por la teoría de la 
Elasticidad 
El análisis de pilas y grupos de pilas para cargas laterales fue iniciado por (Poulos 1971a, 
1971b y 1973) y sintetizado por (Poulos & Davis 1980), la hipótesis de los autores fue 
suponer el suelo como un medio continuo con una pila aislada embebida, la pila fue 
tratada a través de las ecuaciones de la viga-columna elástica y los desplazamientos en 
el suelo fueron calculados a partir de las integraciones de las ecuaciones de Midlin 
(1936).  Las solución del sistema fue ejecutada a través del método de elementos de 
frontera (BEM del inglés “Boundary element method”) y se describe detalladamente en 
(Poulos & Davis,1980). 
A partir de estos trabajos iniciales otros autores como Benerjee & Davies (1978), Davis & 
Budhu (1986), Budhu & Davies (1987 y 1988) presentaron soluciones alternativas usando 
los mismos planteaientos de poulos.  Otros autores como Randolph (1981), Kuhlemeyer 
(1979) y Krishnan et al (1983) utilizaron la teoría de la elasticidad, solucionando el 
sistema por medio del método de elementos finitos (FEM del inglés “Finite element 
method”). 
Generalmente estos métodos proporcionan la deflexión de la cabeza de las pilas, la 
rotación en la cabeza y el momento máximo de las mismas.  Considerando un semi-
espacio elástico y homogéneo, la deflexión en la cabeza, la rotación en la cabeza y el 
momento máximo de la pila, dependen de la carga horizontal H y el momento flector M , 
la longitud de la pila L , el diámetro de la pila D , el radio de rigidez de la pila p pE I y los 
parámetros de elasticidad del suelo sE  y sν . 
 ( ) ( ), , , , , , , , ,máx p p s sy M f H M L D E I Eϑ ν=  (3.9) 
De la misma manera, para un semi-espacio elástico con elasticidad incrementando 
linealmente con la profundidad de la forma ( )sE z mz=  la relación es la siguiente: 
 ( ) ( ), , , , , , , , ,máx p p sy M f H M L D E I mϑ ν=  (3.10) 
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3.3.1 Método de Poulos, Benenerjee y Davis. 
Las soluciones proporcionadas por la teoría de la elasticidad se han presentado en 
términos de coeficientes adimensionales, Poulos & Davis (1980) presentó la ecuación 
3.11 para el cálculo de la deflexión en la cabeza de la pila para el caso homogéneo y sin 
restricción superior, con base en los factores adimensionales los cuales se presentan en 
la Figura 3.11. 
 
2yH yM
s s
y
H MI I
E L E Ly
F
+
=  (3.11) 
 ( ), , ,yH yM R sI I f K L D ν=  (3.12) 
 ( ), ,y u RF f H H K e L=  (3.13) 
 
Figura 3.11.  Factores adimensionales para cálculo de deflexiones (Poulos & Davis, 1980). 
Los factores yHI e yMI representan los factores adimensionales elásticos de influencia 
para el cálculo de la deflexión, yF representa el factor de plastificación, el cual permite 
cuantificar el comportamiento no lineal del suelo, el factor actúa como un amplificador de 
la deflexión y el efecto se manifiesta de tal forma que aumenta la proporción de la 
deflexión en la medida que la carga H se aproxima a la resistencia última del suelo uH
.(véase Figura 3.12). 
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Figura 3.12.  Factor de plastificación para el cálculo de deflexiones (Poulos & Davis, 1980). 
Para el caso de pilas empotradas en la cabeza, la deflexión se calcula en términos de un 
único factor de influencia, ya que la rotación en la cabeza es nula.  La ecuación 14 
muestra la ecuación de cálculo, las gráficos para los factores de influencia y de 
plastificación se pueden ver en (Poulos & Davis, 1980) 
 
yF
s
yF
HI
E L
y
F
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=  (3.14) 
De manera similar a la descripción anterior, en (Poulos & Davis 1980) se muestra el 
proceso para el caso de materiales no homogéneos, para un incremento lineal del 
módulo de elasticidad. 
Utilizando la ecuación 3.11, aunque sin considerar los efectos de plastificación, (Banerjee 
& Davis 1978) enfatizaron la influencia de la no homogeneidad utilizando una variación 
de la forma ( ) 0sE z E mz= + , definieron el índice de no homogeneidad con base en la 
ecuación 15, los factores de influencia se muestran en la Figura 3.13. 
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( )
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s
E z
E z L
χ
=
=
=
 (3.15) 
 
Figura 3.13.  Factores adimensionales para cálculo de deflexiones (Banerjee & Davis, 1978). 
Cabe anotar que  (Banerjee & Davis 1978) le restaron importancia al efecto de la longitud 
de la pila, considerando que para pilas de longitud comunes en la práctica el efecto es 
despreciable, adicionalmente recalcan que el efecto de la no homogeneidad del suelo es 
muy marcado, y por lo tanto no es posible definir un módulo de rigidez equivalente para 
modelar la respuesta de pilas sometidas a carga lateral. 
3.3.2 Método de Davies y Budhu. 
(Davies & Budhu 1986) utilizando los conceptos de (Poulos 1971), propone una solución 
al análisis de pilas cargadas lateralmente, supone que para pequeñas deformaciones la 
relación entra cargas y desplazamientos es lineal elástico, adicionalmente considera que 
cuando la presión de contacto y la tensión de corte llegan a cierto límite el suelo se 
plastifica.  Los autores proponen factores adimensionales similares a los de Poulos & 
Benerjee, aunque cambian los términos adimensionales utilizando el diámetro de la pila y 
no la longitud como los autores pioneros (véase ecuación 3.16). 
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 2yH yM
s s
H My I I
E D E D
= +   (3.15) 
De acuerdo con (Randolph 1981), los factores adimensionales para el cálculo de la 
deflexión no dependen de la longitud de la pila, y enfatiza que los resultados mostrados 
por (Poulos 1971), involucran cierto grado de error, generado por el algoritmo de 
solución.  El método de Randolph, proporciona soluciones cerradas para el cálculo de 
deflexiones y rotaciones en la cabeza de la pila, sin embargo no es de mayor interés en 
este trabajo porque no considera el efecto no lineal ni la plastificación del suelo. 
La Figura 3.14 muestra las curvas para el cálculo de deflexiones presentado por varios 
autores de acuerdo con Davies & Budhu (1986).  El autor no adopta la simplificación de 
Randolph (1980), pero define la longitud efectiva como aquella a partir de la cual no 
existe ningún efecto de la longitud en el cálculo de las deflexiones laterales.  Por ejemplo, 
para K<1000 la longitud efectiva es diez veces el diámetro, conclusión similar a la de 
Benerjee & Davis (1978) cuando afirman que para pilas típica de longitud mayor a 20 
veces el diámetro el efecto de esta es despreciable. 
 
Figura 3.14.  Influencia de la rigidez relativa y la longitud de la pila en la deflexión (Tomado de Davies 
& Budhu, 1986) 
 4 110.5eL D K=   (3.17) 
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Donde p sK E E=   
Con base en las anteriores suposiciones Davies & Budhu (1986), desarrollaron un 
conjunto de ecuaciones para el análisis de pilas sometidas a carga lateral para suelos 
homogéneos, las ecuaciones se presentan en la Tabla 3.2.  De manera similar Budhu & 
Davies (1988) presentaron el método para el caso de medios no homogéneos para el 
análisis de pilas en arenas. 
Tabla 3.2.  Ecuaciones elásticas para análisis de pilas sometidas a carga lateral en medio homogéneo, 
Método propuesto por Davies & Budhu (1986) 
Respuesta de la Pila Pila con cabeza libre Pila empotrada en la cabeza 
Desplazamiento superior de 
la pila 
𝑢 = 𝐼!" 𝐻𝐸!𝐷 + 𝐼!" 𝑀𝐸!𝐷! 
donde 𝐼!" = 1.3𝐾!!/!! 𝐼!" = 𝐼!" = 2.2𝐾!!/!! 𝑢 = 𝐼!"
𝐻𝐸!𝐷 
donde 𝐼!" = 0.80𝐾!!/!! 
Rotación superior de la pila 𝜃 = 𝐼!" 𝐻𝐸!𝐷! + 𝐼!" 𝑀𝐸!𝐷! 
donde 𝐼!" = 9.2𝐾!!/!! 0 
Momento máximo 𝑀! = 𝐼!"𝐻𝐷 donde 𝐼!" = 0.12𝐾!/!! 𝑀! = −𝐼!"𝐻𝐷 donde 𝐼!" = 0.24𝐾!/!! 
Localización del momento 
máximo 𝐿! = 0.20𝐷𝐾!/!! -- 
 
Tabla 3.3.  Ecuaciones elásticas para análisis de pilas sometidas a carga lateral en medio no 
homogéneo, Método propuesto por Budhu & Davies (1988) 
Respuesta de la Pila Pila con cabeza libre Pila empotrada en la cabeza 
Desplazamiento superior de 
la pila 
𝑢 = 𝐼!" 𝐻𝑚𝐷! + 𝐼!" 𝑀𝑚𝐷! 
donde𝐼!" = 3.2𝐾!!/! 𝐼!" = 𝐼!" = 5.0𝐾!!/! 𝑢 = 𝐼!"
𝐻𝑚𝐷! 
donde 𝐼!" = 1.4𝐾!!/! 
Rotación superior de la pila 𝜃 = 𝐼!" 𝐻𝑚𝐷! + 𝐼!" 𝑀𝑚𝐷! 
donde 𝐼!! = 13.6𝐾!!/! 0 
Momento máximo 𝑀! = 𝐼!"𝐻𝐷 donde 𝐼!" = 0.3𝐾!/! 𝑀! = −𝐼!"𝐻𝐷 Where 𝐼!" = 0.4𝐾!/! 
Localización del momento 
máximo 𝐿! = 0.53𝐷𝐾!/! -- 
 
(Davies & Budhu 1986) utilizaron la teoría de (Broms 1964) para el cálculo de la 
capacidad límite de pilas sometidas a carga lateral en arcillas rígidas.  Utilizaron un factor 
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adimensional de cedencia similar al de (Poulos 1971), pero no como divisor sino como 
multiplicador de la deflexión elástica como se muestra en la ecuación. 
 yy E
F yF E
y I y
y I y
=
=
  (3.18) 
Donde el desplazamiento elástico se puede calcular a partir de las expresiones de la 
Tabla 3.2 y el factor adimensional de cedencia yyI  a partir de la ecuación 20 presentada 
por (Davies & Budhu 1986). 
 
1 5
5 11
2 5
2 7
2.91
10.5
6.31
27
yy
yF
h kI
k
h kI
k
−= +
−= +
  (3.19) 
Donde 1000k K=   y 2uh H C D=  
En donde Cu representa la resistencia a la compresión simple de arcillas rígidas, por 
ende h, representa la relación entre la carga a la que se encuentra sometida la pila y la 
carga última, las relaciones son comparables al factor de cedencia de (Poulos 1971), sin 
embargo este muestra relaciones no lineales entre la relación de carga y el factor de 
cedencia, adicionalmente lo muestra dependiente de la excentricidad de aplicación de la 
carga (véase Figura 3.12). 
3.4 Comentarios Adicionales  
A lo largo del texto descrito en este informe, se han presentado dos corrientes 
conceptuales para el análisis de pilas y de grupos de pilas disponibles en la actualidad, 
es indudable que los métodos planteados a través de la teoría de Winkler (1867) y 
posteriormente amplificado al método p-y han sido los más utilizados por la ingeniería 
práctica.  Esto se debe en primer lugar a la familiaridad y la versatilidad del método, pues 
en la práctica, la ingeniería de estructuras ha desarrollado poderosos software que 
cualquier ingeniero de cálculo utiliza en donde solo es colocar una serie de resortes a la 
estructura para modelar el efecto del suelo.  Adicionalmente existen programas 
comerciales como LPILE de bajo costo que permite obtener soluciones rápidas a través 
de este método. 
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De acuerdo a lo anterior, la tarea con el método p-y no consiste en solucionarlo, sino 
escoger las curvas que representen de una manera consistente el comportamiento del 
suelo.  Terzaghi (1955) conceptualiza en la importancia de la selección del módulo, más 
que el método de análisis.  Enfocados en esta idea para la implementación del método p-
y necesariamente se deben usar curvas que sean experimentales, esto es irrevocable y 
de ahí parte su concepto inicial de la ejecución de ensayos de carga para la obtención de 
curvas.  Actualmente  hay numerosas mediciones de curvas p-y, sin embargo aún no 
bastan para cubrir la variabilidad de suelos existentes, por tanto el método es efectivo en 
la medida que esté acompañado de mediciones a priori de estas curvas. 
Los planteamientos de la teoría de la elasticidad, utilizando una metodología mas 
elaborada nos muestran un contexto teórico donde es posible relacionar variables a partir 
de otras.  Este método planteado a través de relaciones generales sólo involucra la 
obtención del módulo de elasticidad y los parámetros de resistencia del suelo, sin 
embargo pierde efectividad en la práctica debido a su poca versatilidad.  Por ejemplo, no 
es posible solucionar el problema de un muro en pilas con anclajes en la parte superior 
con las soluciones presentadas por (Poulos & Davis 1980). 
Tanto el método presentado por (Poulos 1971) como el método presentado por (Davies & 
Budhu 1986) presentan esfuerzos considerables para presentar una solución al problema 
de pilas sometidas a cargas laterales utilizando la teoría de la elasticidad, adicionalmente 
ambos presentan factores de cedencia que amplifican las deflexiones, las rotaciones y 
los momentos flectores, de tal forma que consideran la plastificación del suelo usando 
una relación elasto-plástica perfecta en el análisis.  
El método de (Davies & Budhu 1986), tiene algunas simplificaciones, con la ventaja que 
presentan ecuaciones cerradas para el cálculo de todos los parámetros, por tanto es de 
mayor eficiencia y de mas fácil implementación, si se compara con la lectura engorrosa 
de los gráficos presentados por (Poulos & Davis 1980). 
(Abagnara 2009), en su tesis de doctorado, diseña el programa STHOP con base en 
análisis de un medio continuo elástico con las siguientes consideraciones: 
• Aplicación de las ecuaciones de Mindlin por capas horizontales de acuerdo con 
las suposiciones de (Poulos 1973). 
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• Comportamiento no lineal de la sección de concreto de las pilas. 
• Presión límite en la interface suelo-pila. 
El punto interesante en este análisis radica en encontrar la magnitud de la presión límite 
que debe ser incorporada en el modelo, Abagnara (2009) a partir de datos reportados en 
la literatura  recomienda que la mejor opción para evaluar la presión límite en arcillas es 
9 up c d=  empezando a una profundidad de 2z d= , de tal forma que entre la zona 
superficial y la profundidad anterior, la presión límite aumenta linealmente empezando en 
cero. 
Para el caso de arenas la presión límite encontrada es 2pp k dzγ= . Pero reduciendo este 
límite entre z=0 y z=d a pp k dzγ= . 
Abagnara (2009), también recomendó valores para el módulo de elasticidad inicial, de 
acuerdo con las siguientes ecuaciones: 
• Para pilas en arcilla 1100u uE C=   
• Para pilas en arenas ( )150 2300uE dφ γ= −   
Con el objeto de evaluar las recomendaciones anteriores, Abagnara (2009) comparó los 
resultados de su modelo bilineal con algunos resultados experimentales disponibles en la 
literatura.  La Figura 3.15 muestra la curva de capacidad de los experimentos de Reese 
et al (1975) en arcilla, adicionalmente se muestra la modelación por el método p-y, se 
observa también la excelente aproximación que proporcionó el modelo bidimensional de 
Abnagara (2009) a través de su programa STHOP. 
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Figura 3.15. Respuesta calculada por el método p-y y la teoría de la elasticidad (Abagnara 2009). 
De acuerdo con los comenatarios anteriores se obtienen resultados muy similares 
utilizando tanto el módelo de la teoría de la elasticidad modificado, como el modelo de 
curvas p-y.  A simple vista el modelo elástico bilineal necesita de menos parámetros de 
entrada y no necesita la definición de curvas p-y complicadas, sin embargo la validación 
para otros tipos de materiales aún no ha sido ejecutada. 
3.5 Método de Farzad. 
(Farzad 2004) presentó un modelo teórico exacto tridimensional, para el cálculo de pilas 
sometidas a carga lateral en un medio elástico e isotrópico perfecto.  Aunque el método 
no tiene aplicación en problemas reales, se presenta aquí ya que es de gran utilidad para 
comparar problemas elásticos tridimensionales, en este caso se calibró el modelo en 
elementos finitos a partir de este método. 
A partir de un tratamiento matemático riguroso de una pila tubular de longitud finita, 
embebida en un semiespacio infinito bajo carga lateral. Farzad (2004), presenta las 
ecuaciones integrales de la solución del sistema.  Para el análisis de la pila, utiliza la 
teoría clásica y la reacción tridimensional del suelo la cuantifica en términos de tres 
ecuaciones integrales de Fredholm.  La solucion gráfica del método se muestra en Figura 
3.16. 
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Figura 3.16. Respuesta de la pila sometida a carga lateral.  a (deflexión), b (rotación).  Tomado de 
Farzad (2004). 
 
 
  
 
4 Modelación y Discretización. 
Este capítulo describe .las técnicas de modelación y discretización utilizadas en el 
programa OpenSees para el desarrollo de los modelos numéricos.  En primer lugar se  
hace una descripción general del método de los elementos finitos (FEM) y luego se 
describe el modelo 2D y 3D creado en OpenSees para la modelación de pilas aisladas,  
4.1 Descripción general del método de los elementos 
finitos-FEM. 
En el análisis tridimensional de pilas la teoría de la elasticidad proporciona una solución 
teórica al problema, la aplicación exacta de esta teoría a un medio contínuo dado, es una 
tarea imposible, por lo que se debe abordar el problema a través de un método numérico 
que permita aplicar las ecuaciones de elasticidad.  El método de elementos finitos (FEM), 
a través de la discretización de un medio continuo físico en elementos de dimensiones 
finitas, permite resolver las ecuaciones de elasticidad en cada elemento y disipar la 
solución a través de un proceso iterativo a todos los elementos del sistema o medio 
continuo analizado. 
4.1.1 Planteamiento de las Ecuaciones de la Teoría de la 
Elasticidad. 
La solución del problema involucra para cada sistema dado, las siguientes ecuaciones 
diferenciales, planteadas por la teoría de la elasticidad. 
• Ecuaciones de equilibrio de tensiones. 
• Ecuaciones de compatibilidad de deformaciones. 
• Relaciones tensión-deformación. 
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4.1.1.1 Ecuaciones de Equilibrio de tensiones. 
Las ecuaciones de equilibrio de un medio elástico se derivan sumando las fuerzas de 
volumen y de superficie consideradas en un elemento del continuo (véase Figura 4.1). 
 
0
0
xyx xz
yx y yz
zyzx z
x y z
x y z
x y z
τσ τ
τ σ τ
ττ σ γ
∂⎧∂ ∂+ + =⎪ ∂ ∂ ∂⎪
⎪∂ ∂ ∂⎪ + + =⎨ ∂ ∂ ∂⎪
⎪ ∂∂ ∂+ + = −⎪
∂ ∂ ∂⎪⎩
  (4.1) 
Donde γ  es el peso volumétrico del elemento. 
Las ecuaciones anteriores son deducidas, considerando que la aceleración del sistema 
en las direcciones x e y son nulas, sólo se consideró la aceleración gravitacional que dio 
origen al peso volumétrico del elemento.  Adicionalmente, las tensiones están 
consideradas en términos de tensiones totales. 
 
Figura 4.1.  Tensiones que actúan en un elemento del continuo en análisis. 
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4.1.1.2 Ecuaciones de Compatibilidad de Deformaciones. 
En el dominio de pequeñas de formaciones, las componentes de deformación en un 
punto genérico del medio, se pueden definir en función de las componentes del vector de 
desplazamiento ,  y u v w  para los ejes ,  y x y z  respectivamente por medio de la ecuación 
20, donde las tres primeras ecuaciones corresponden a las deformaciones axiales y las 
tres últimas a las deformaciones angulares del elemento en análisis. 
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  (4.2) 
De acuerdo con la teoría del medio continuo, los desplazamientos de cada elemento 
deben ser compatibles, de manera que ellos están relacionados entre si.  De esta 
manera la deformación de un elemento es dependiente de la deformación de los 
elementos vecinos, para que el medio cumpla la condición de continuidad.  Las 
ecuaciones que gobiernan la relación de continuidad son llamadas ecuaciones de 
compatibilidad y se presentan la siguiente expresión: 
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  (4.3) 
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4.1.1.3 Relaciones Tensión Deformación. 
Las Relaciones tensión-deformación, también conocidas como ecuaciones constitutivas 
de los materiales, representan el modelo de deformación de un tipo de material en 
específico.  La más conocida es la ley de Hooke, la cual establece que la relación entre 
tensiones y deformaciones es lineal.  Sin embargo las relaciones tensión-deformación 
para el suelo, deben ser relaciones no lineales con leyes de flujo asociadas y diferentes 
criterios de plastificación. 
 [ ]Dσ εΔ = Δ   (4.4) 
σΔ  es el vector de incremento de tensiones de seis componentes, [ ]D  es las matriz 
constitutiva del material, cuadrada de orden 6 y εΔ  es el vector de deformaciones 
inducidas, igualmente de seis componentes. 
La matriz [ ]D , de 36 componentes, por lo cual necesita de igual número de constantes 
para el caso mas general.  En el caso simétrico, el número de constantes requeridas se 
reduce a 21, para casos más simple en materiales isotrópicos con un comportamiento 
elástico lineal, se requieren solo dos constantes independientes (  y E ν ). 
Considerando que la relación constitutiva de la ecuación 23 obedece a la ley de Hooke 
generalizada, y remplazando esta relación en la ecuación 21 y el resultado en 20, se 
obtiene la formulación del problema de elasticidad en términos de desplazamientos de la 
siguiente manera: 
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  (4.5) 
Donde vε  es la deformación volumétrica o suma de las deformaciones direccionales, y 
2∇  es el Laplaciano, definido como la suma de las segundas derivadas parciales con 
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respecto a cada dirección.  La ecuación 24 forma un sistema de ecuaciones de derivadas 
parciales de segundo orden, lineales y no homogéneas. Son conocidas como ecuaciones 
de equilibrio en términos del desplazamiento o ecuaciones de Navier. 
La ecuación 24 proporciona una solución analítica al problema de desplazamientos en 
cada punto del dominio, para esto es necesario conocer las condiciones de contorno 
específicas, también se puede abordar el problema en términos de tensiones.  Para un 
mejor detalle del planteamiento del problema de elasticidad véase Chou & Pagano 
(1992). 
Las ecuaciones de Navier proporcionan la solución para el caso de materiales elásticos 
lineales, sin embargo se debe buscar una solución que permita modelar el 
comportamiento no lineal del suelo por medio de relaciones constitutivas que permitan un 
acercamiento de mayor detalle al problema. 
Para cualquier tipo de relación constitutiva [ ]D  sea lineal o no lineal se cumple la 
siguiente relación: 
 { } [ ]{ }Dσ ε=   (4.6) 
Para simplificar las expresiones matemáticas, es conveniente definir el operador 
matemático [ ]( )6 3×ℑ   
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  (4.7) 
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De esta manera haciendo [ ]Td u v w=  la relación deformación-desplazamiento puede 
ser escrita como: 
 { } [ ]{ }dε = ℑ   (4.8) 
Y por lo tanto la ecuación de equilibrio como: 
 [ ] { } { }T bσℑ =   (4.9) 
Substituyendo la ecuación 26 en 28  y la resultante en 27 se obtiene la expresión 
general: 
 [ ] [ ][ ]{ } { }T D d bℑ ℑ =   (4.10) 
La ecuación 29 es la solución más general del problema de elasticidad y representa tres 
ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, las ecuaciones son lineales o no 
lineales dependiendo de la naturaleza de la matriz constitutiva [ ]D . 
4.1.2 Solución por el Método de Elementos Finitos. 
La solución de la ecuación 29 en el presente trabajo, se ejecutará a través del método de 
elementos finitos (MEF).  El MEF intenta satisfacer as condiciones de equilibrio en 
algunos puntos del dominio que está dividido en elementos (generalmente conocidos 
como los puntos de Gauss).  De esta manera el equilibrio del elemento es verificado a 
través de funciones de interpolación entre los puntos de Gauss.  De esta manera el 
vector de desplazamientos en un punto determinado se calcula de la siguiente manera: 
 { } [ ]{ }ed N d=   (4.11) 
Donde [ ]N  es la matriz que contiene las ecuaciones de interpolación entre los nodos del 
elemento y el vector { }ed  representa los desplazamientos en los nodos del elemento.  
De esta manera el método encuentra solución solo en los nodos definidos y la solución 
en cualquier otro punto de interpola a través de las conocidas ecuaciones de forma. 
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Ejecutando una manipulación matemática desde la ecuación 29 e integrando las 
tensiones para obtener las fuerzas en el elemento se obtienen las ecuaciones de 
elementos finitos a nivel de cada elemento de la siguiente manera. 
Definiendo [ ] [ ][ ]B N= ℑ  se obtiene la relación algebraica entre fuerzas y 
desplazamientos de la siguiente manera: 
 { } { }e e eK d f⎡ ⎤ =⎣ ⎦   (4.12) 
eK⎡ ⎤⎣ ⎦  es la matriz de rigidez del elemento, y 
ef⎡ ⎤⎣ ⎦  representa las fuerzas de cuerpo del 
elemento, definidos de la siguiente forma: 
 [ ] [ ][ ]Te
V
K B D B dV⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ∫   (4.13) 
 [ ] { }Te
V
f N b dV⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ∫   (4.14) 
Las relaciones anteriores a nivel de elemento se pueden resolver de manera iterativa 
para el número de elementos del medio analizado considerando las condiciones de 
frontera y las ecuaciones de compatibilidad.  De esta manera por medio del MEF se 
transformó un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de la teoría de la 
elasticidad en un conjunto de ecuaciones algebraicas  
Desde le desarrollo original de los elementos finitos se definió una serie de pasos que 
involucra la solución del problemas, antes de manipular cualquier software que resuelva 
el problema, es necesario conocer al menos los siguientes tópicos para obtener una 
solución razonable de los problemas analizados. 
4.1.2.1 Discretización del Dominio. 
El primer paso para la solución de un problema a través de MEF es la división del 
dominio que representa el continuo en elementos de dimensiones finitas.  Los elementos 
están compuestos por puntos nodales donde se definirán las incógnitas y las ecuaciones 
de compatibilidad.  Los elementos pueden ser rectangulares, cuadrados o trianguales y 
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los puntos nodales pueden ser mínimo el número de vértices y máximo el número de 
nodos que se requieran. 
La Figura 4.2 muestra para mejor claridad el concepto de discretización del medio en 
elementos de dimensiones finitas. De manera natural se infiere que mientras mayor 
cantidad de elementos y de nodos tenga el problema mejor será la calidad de los 
resultados obtenidos, sin embargo mayor será el gasto computacional.  Por lo tanto se 
debe buscar una técnica de mallado que permita un equilibrio entre el gasto 
computacional y la calidad de los resultados. 
 
Figura 4.2.  Concepto de medio, malla, elemento, nodo y grado de libertad. 
4.1.2.2 Selección del modelo de interpolación. 
Como se mencionó anteriormente la solución por MEF proporciona la solución de 
desplazamientos en los nodos de los elementos utilizados, de tal manera que la solución 
en cualquier otro punto se obtiene a través del modelo de interpolación, a través de la 
ecuación 30.  Generalmente el modelo de interpolación polinomial de grado tres 
proporciona soluciones razonables, claro está que la exactitud de la solución también 
depende del tipo de discretización utilizado. 
4.1.2.3 Cálculo de la Matriz de Rigidez y Vectores de Carga a Nivel de Elemento. 
Una vez establecido el nivel de interpolación, aplicando las ecuaciones 32 y 33 a nivel de 
elemento, es posible encontrar la matriz de rigidez y el vector de carga del mismo.  
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Generalmente estos elementos son calculados a partir de técnicas de integración 
numérica aplicando la cuadratura gaussiana a nivel de elemento. 
4.1.2.4 Cálculo de las Ecuaciones de Equilibrio Globales. 
A partir de las ecuaciones de equilibrio a nivel de elemento, se ensambla la matriz de 
rigidez global del sistema, la operación consiste en ordenar los puntos nodales y sumar 
los aportes de cada elemento de acuerdo con el grado de libertad analizado.  De esta 
forma se obtiene el sistema general. 
 { } { }G G GK d P⎡ ⎤ =⎣ ⎦   (4.15) 
Donde GP⎡ ⎤⎣ ⎦  es el vector nodal de fuerzas. 
4.1.2.5 Solución para los Desplazamientos Nodales. 
Antes de solucionar el sistema se deben involucrar las condiciones de frontera en la 
ecuación de equilibrio, normalmente estas condiciones se refieren a restricciones de 
desplazamiento en los límites del continuo analizado. 
Para problemas elásticos lineales los desplazamientos nodales se pueden calcular 
directamente de la ecuación 34, sin embargo para relaciones tensión-deformación no 
lineales, la matriz de rigidez es dependiente del novel de carga, por lo que se debe 
ejecutar un cálculo iterativo por pasos, que permita modificar la matriz de rigidez en cada 
intervalo de análisis. 
Una vez calculados los desplazamientos nodales, es posible calcular el estado de 
tensiones y deformaciones final de cada elemento del sistema. 
4.2 Técnicas de Análisis No Lineal. 
Considerando que los cálculos que se ejecutaron en esta investigación son no lineales, 
se presenta a continuación algunas de las técnicas mas utilizadas para el análisis por 
MEF considerando una matriz constitutiva no lineal, lo cual es determinante en el análisis 
de pilas sometidas a carga lateral. 
Los métodos incrementales consisten en dividir la carga total, de tal manera que se 
calcula una matriz de rigidez asociado a cada intervalo de carga en función del estado de 
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tensiones correspondiente.  De esta manera se tiene una solución aproximada, la cual 
debe ser corregida aplicando las ecuaciones de equilibrio.   
Una forma alternativa, denominada convergencia mixta, consiste en corregir la solución 
para cada intervalo de carga, esta solución.  Una de stas técnicas es la denominada 
Newton-Raphson (véase Figura 4.3) la cual calcula una matriz de rigidez tangente a cada 
intervalo, obligando a calcular la matriz de rigidez en todas las itraciones del ciclo, pr lo 
que genera un elevado costo coputacional.  Adicionalemnte Naylor et al (1981), 
sustentan que este método puede dar origen a inestabilidades numéricas en el proceso 
de verificación, especialmente cuando la matriz deja de ser positiva. 
El Método de Newton-Raphson modificado (véase Figura 4.4), solo actualiza la matriz de 
rigidez en el inicio de cada incremento de carga, de tal forma que después se mantiene 
constate.  Esto permite que el tiempo de calculo sea menor, sin embargo para obtener 
soluciones aceptables el número de iteraciones debe ser mayor. 
 
 
Figura 4.3.  Método de Newton-Raphson. 
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Figura 4.4.  Método de Newton-Raphson Modificado. 
 

  
 
5 Implementación del MEF en el Análisis 
de Pilas sometidas a Carga Lateral. 
5.1 Introducción. 
Los modelos numéricos implementados en esta tesis, se ejecutaron en dos programas 
diferentes.  Inicialmente se construyeron modelos en el programa OpenSees, (del ingles 
Open System for Earthquake Engineering Simulation), con este programa se desarrolló 
modelos para el ensayo triaxial, para el análisis de pilotes en dos dimensiones y se 
construyó un modelo tridimensional general para análisis de pilotes individuales 
sometidos a carga lateral, considerando el comportamiento no lineal del suelo. 
OpenSees trabaja bajo una licencia abierta y fue desarrollado en la universidad de 
Berkeley alrededor del año 2000, enfocado en análisis dinámico y sísmico de modelos de 
interacción suelo-estructura.  Actualmente el programa no cuenta con una interfaz gráfica 
ni de pre-procesamiento ni pos-procesamiento. Considerando esto para la elaboración de 
un modelo el usuario debe construir la malla y los elementos que conforman el continuo 
en análisis, adicionalmente el usuario debe desarrollar herramientas para la visualización 
de los resultados arrojados por el programa. 
Por otra parte OpenSees tiene la ventaja de ser un programa completamente flexible, 
que permite al usuario modificar cualquier algoritmo, incluso adicionar nuevos algoritmos 
ya sea para inclusión de nuevos modelos constitutivos o nuevos elementos, ya sean 
continuos o de interface. 
Durante la elaboración de los modelos tridimensionales para pilas aisladas se 
encontraron diversas dificultades con la implementación de los modelos constitutivos 
para el suelo que están desarrollados en el programa.  Después de estudios detallados 
de los foros de usuarios del página web del programa, se llegó a la conclusión que 
OpenSees es un programa óptimo para el análisis de estructuras, sin embargo en la 
actualidad las modelaciones geoténcias son limitadas, los modelos constitutivos para 
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suelos están desactualizados y los desarrolladores de elementos y modelos constitutivos 
de suelos ya no están trabajando en OpenSees. 
5.2 Modelación en OpenSees 
La modelación en OpenSees se ejecutó a través del lenguaje de programación Tcl (del 
inglés, Tool Command Language), se construyó un modelo bidimensional para el cual se 
consideró un estado plano de deformaciones, también se construyó un modelo 
tridimensional con el objeto de establecer comparaciones y encontrar relaciones de 
equivalencia entre los resultados bidimensionales y tridimensionales. 
5.2.1 Modelo 2 D. 
5.2.1.1 Criterios de Discretización y Mallado. 
Actualmente existen varios software para a elaboración de mallas complejas, sin 
embargo considerando que en este caso los modelos son relativamente sencillos, se 
logró construir un algoritmo para la elaboración automática de la malla. 
La Figura 5.1 muestra el criterio de discretización para la mella del MEF, se consideró 
que en el punto de aplicación de la carga horizontal la longitud del elemento tiende a 
cero.  Adicionalmente se propuso un aumento potencial en la longitud del elemento de tal 
manera que la coordenada en x o en y para un elemento i se calculara de la siguiente 
forma: 
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Donde: 
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i
x
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−Δ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
 
ixΔ : es la longitud del elemento adyacente a la pila en dirección x. 
fxΔ : es la longitud del elemento final (Elemento de borde). 
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n: es el número total de elementos en dirección x. 
Utilizando los criterios anteriores se construyó un algoritmo en lenguaje Tcl que construye 
una malla bidimensional generalizada para valores dados de Lp (Longitud de pila), DimX, 
DimY, n, fxΔ  y ixΔ . Para conocer los detalles del algoritmo se puede consultar el 
ANEXO A 
 
Figura 5.1.  Criterio de discretización Modelo 2D. 
5.2.1.2 Elementos para el Suelo. 
El modelo bidimensional se construyó a partir de elementos rectangulares de cuatro 
vértices, uno de los fundamentos teóricos implícitos en este elemento radica en que 
puede trabajar tanto en el campo de las deformaciones planas, como en el campo de 
tensiones planas.  Para el caso e una pila aislada sometida a carga lateral embebida en 
suelo, ninguna de las dos suposiciones es válida, sin embargo con el objeto de encontrar 
relaciones equivalentes entre los modelos 2D y 3D, se usarán elementos de deformación 
plana. 
Para la construcción del modelo se utilizó el “Quad Element” de OpenSees el cuál utiliza 
una isoperimétrica bilineal, lo que significa que es un elemento de cuatro nodos que 
utiliza funciones de interpolación bilineales (o de orden dos) entre los cuatro puntos de 
H 
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Gauss del elemento.  Para conocer mayores detalles en la formulación del elemento 
véase (Mackena, 2009). 
5.2.1.3 Elementos para la Pila. 
Para el caso de las pilas se utilizó un elemento uniaxial, de dos vértices el cual soporta 
carga axial, momento flector y fuerza cortante.  En OpenSees se seleccionó el elemento 
“Elastic Beam Column Element” el cual, como su nombre lo indica, representa una viga-
columna elástica.  Los parámetros de entrada son a rigidez, el momento de inercia, el 
área transversal y los nodos inicial y final del elemento.   
Un punto importante durante la modelación de pilotes sometidos a carga lateral es que la 
carga máxima que estos resisten dependen de el momento de plastificación de la pila y 
del punto donde este ocurre, para la modelación de la capacidad de carga es de suma 
importancia considerar este aspecto y por ende considerar un modelo no lineal para el 
concreto del elemento pila.  Sin embargo por estar este concepto fuera del alcance de 
esta investigación se considero elementos lineales para el concreto. 
5.2.1.4 Elementos de Interface. 
Los elementos de interface se utilizan normalmente en el método de los elementos finitos 
para la modelación de contactos entre dos elementos, en este caso el contacto está 
definido por la interface suelo-estructura, interface que se usará en este contexto por la 
definición de elementos de longitud nula que tendrán la función de transferir la carga de 
la pila al suelo, además de conectar los elementos de la pila con los elementos del suelo.  
La Figura 5.2 muestra el modelo de interface utilizado para la modelación en 
OPENSEES, como se observa fue necesario la definición de un nodo adicional k, 
también llamado nodo ficticio.  De acuerdo como se muestra en la figura la filosofía de 
OPENSEES para la construcción de la interface supone en primer lugar la construcción 
de un elemento de comportamiento uniaxial, rigidez K y longitud nula, el cual conecta los 
nodos k y j (ver Figura 5.2), el nodo j de dos grados de libertad los mismos del nodo 
ficticio k, luego se conecta el nodo k ficticio al nodo i de la pila por medio de una 
restricción impuesta al nodo de la pila, obligándolo a moverse de igual manera que el 
nodo k. 
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Cabe anotar que los nodos i de la pila, k ficticio y j del suelo tienen iguales coordenadas, 
y durante la aplicación de la carga tanto los nodos i como k se mueven en iguales 
proporciones.  El movimiento del nodo j, depende de la rigidez del elemento de interface, 
por lo que puede existir diferencias entre el movimiento del nodo i de la pila y el nodo j 
del suelo durante la modelación. 
 
Figura 5.2.  Definición de elementos de interface entre los elementos de la pila y el suelo. 
El hecho de utilizar elementos de interface sugiere para el modelo la entrada de 
parámetros adicionales, sin embargo para una distribución de cargas realista en el 
modelo bidimensional es necesaria la interface entrando una rigidez en función del 
diámetro de la pila. 
Los elementos de interface disponibles en OpenSees son variados y existen modelo 
específicos para pilas que incluyes varios tipos de curvas p-y.  Sin embargo el objeto de 
esta investigación está enfocado más en la influencia de la masa de suelo que en 
encontrar una interface específica, por lo que se utilizó un modelo de interface lineal por 
medio del elemento “ZeroLength Element” de OpenSees para unir los nodos k y j.  Para 
restringir el tercer grado de libertad del elemento i de la pila al nodo j del suelo se usó la 
restricción “equalDOF”. 
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5.2.1.5 Criterios de solución y convergencia. 
Siguiendo con la descripción del proceso de creación del modelo, es importante 
mencionar por último los criterios de convergencia y los procesos iterativos disponibles 
en OpenSees.  El software tiene un módulo llamado “OpenSees Analysis” que se 
compone de diferentes comandos de análisis para los criterios de solución y 
convergencia. 
La Tabla 5.1 muestra los tipos de análisis que implementa OpeSees, una descripción 
breve de ellos y el criterio seleccionado en cada uno para los modelos construidos, los 
detalles se pueden consultar en el anexo A.  
De acuerdo con la experiencia obtenida durante los procesos de análisis de encontró que 
el algoritmo propuesto por (Scott 2010) que usa el denominado “Krylov subspace 
accelerator” para acelerar la convergencia del criterio de Newton modificado es el 
algoritmo que resuelve el problema en menor tiempo y garantizando resultados 
confiables. 
El paso de carga determinado por “Load Control” fue para los casos lineales de 0.1 y 
para los casos no lineales de 0.01.  Por otro lado el criterio de convergencia fue definido 
utilizando la diferencia de desplazamiento máximo en cada interacción, por medio de la 
herramienta “NormDisIncr” con un valor de 0.001 para todos los casos, y número máximo 
de iteraciones de 100. 
Tabla 5.1.  Criterios utilizados en el proceso de análisis OpenSees. 
Tipo	   Función	   Utilizado	  
ConstraintHandler	   Determina	  los	  parámetros	  para	  considerar	  las	  ecuaciones	  de	  restricción	  en	  el	  análisis	  	   	  Penalty	  
DOF_Numberer	   Determina	  la	  forma	  del	  balance	  entre	  número	  de	  ecuaciones	  y	  grados	  de	  libertad	  del	  sistema	   	  RCM	  
Integrator	   Determina	  el	  paso	  siguiente	  en	  función	  del	  tiempo.	   Load	  Control	  	  
Solution	  Algorithm	  
Determina	  la	  secuencia	  de	  pasos	  considerados	  para	  
resolver	  la	  ecuación	  no	  lineal	  en	  el	  intervalo	  de	  tiempo	  
analizado	  
KrylovNewton	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SystemOfEqn/Solver	   Determina	  el	  tipo	  de	  algoritmo	  para	  la	  solución	  de	  las	  ecuaciones	  en	  el	  análisis	   SparseSPD	  
Convergence	  	  Test	   Determina	  los	  criterios	  de	  convergencia.	   NormDispIncr	  	  
 
5.2.2 Modelo 3 D. 
5.2.2.1 Criterios de Discretización y Mallado. 
El modelo 3D fue concebido como una extensión del modelo 2D, utilizando iguales 
criterios de mallado en el plano vertical, para el plano horizontal se utilizó una 
transformación de coordenadas a un sistema cilíndrico en el contacto con la pila y 
sufriendo un proceso de transición hasta llegar al sistema cartesiano en los bordes del 
modelo (ver Figura 5.3).  
f 
  
Figura 5.3.  Vista en planta de la malla del modelo 3D 
Pila 
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5.2.2.2 Elementos para el Suelo. 
Para el caso tridimensional, los elementos del suelo se modelaron por medio del 
elemento “stdBrick” de OpenSees, el cual contempla una formulación trilinear con 
polinomios de interpolación de orden tres.  El elemento está compuesto por cuatro 
vértices (Figura 5.4) y para su definición, necesita, además de las coordenadas de cada 
nodo, las fuerzas de cuerpo (peso propio) y la declarión previa de un modelo constitutivo 
para el elemento, llamado en OpenSees “nDMaterial”. 
 
Figura 5.4.  Elemento de ocho nodos utilizado en ell modelo 3D. 
5.2.2.3 Elementos de la pila y de Interface. 
El modelo de interface utilizado en el modelo 3D, consistió básicamente en el mismo 
principio descrito en el modelo 2D, sin embargo, para este caso, fue necesario definir 
elementos radiales en la interface suelo-pila. 
Para el caso 3D la pila se modelo como un elemento viga-columna unidimensional.  
Considerando lo anterior se definieron elementos transversales de rigidez infinita entre el 
elemento de pila y el suelo, en consecuencia estos elementos tienen una longitud igual al 
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radio de la pila y tienen la función de representar el carácter volumétrico de la pila y 
transferir la carga al suelo adyacente a la pila. 
La Figura 5.5 ilustra en el plano radial, los elementos rígidos transversales y los 
elementos de interacción utilizados en el modelo, cabe anotar que las coordenadas de 
los puntos i y j son iguales para efectos del modelo. 
Este capítulo describió de manera sucinta, la construcción del modelo en OpenSees, la 
forma detallada de este se encuentra descrito en algoritmo tcl en el anexo A, 
 
Figura 5.5.  Elementos radiales y de interface del modelo 3D 
 

  
 
6 Comportamiento del Suelo 
6.1 Introducción 
Se decidió dedicar un capítulo completo para el análisis del comportamiento del suelo 
utilizado durante la modelación.  Como se sustentó desde los capítulos introductorios, la 
respuesta de una pila sometida a carga lateral es de manera determinante no lineal, 
incluso para bajas deformaciones, por lo que un análisis profundo del problema en 
cuestión debe adoptar relaciones no lineales entre la tensión y la deformación del suelo 
en la zona de carga de la pila. 
La influencia de la no linealidad en la respuesta de una pila sometida a cargas laterales 
se puede explicar por diversos factores, tal vez el más importante de ellos, es que la 
carga se aplica en el punto más superficial de la pila, donde el suelo tiene una tensión de 
confinamiento muy cercana a cero, por lo que inmediatamente el empuje provocado por 
la pila hace que el suelo adyacente a esta, se encuentre en un régimen de deformación 
plástico, y como consecuencia experimente deformaciones mayores a su límite de 
cedencia. 
La redistribución de tensiones en profundidad, permite mantener ese régimen plástico en 
el suelo incluso hasta que la pila llega a su límite de credencia, de esa forma a la 
profundidad donde se encuentra el momento máximo en esta, se forma una rótula 
plástica en la pila incluso antes de que el suelo colapse.  (Broms, 1963). 
Considerando lo anterior, fue necesario la implementación de un modelo no lineal para el 
suelo en el modelo OpenSees, dentro de las alternativas disponibles en el programa.  
Además de lo anterior se seleccionó ensayos de laboratorio triaxiales ejecutados por 
Betancur (2003), con el objeto de reproducir las condiciones reales de los suelos 
residuales de algunos sectores de la geología local. 
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6.2 Descripción del Modelo Constitutivo. 
Los modelos constitutivos de un material describen básicamente la relación entre las 
tensiones a las que está sometido un cuerpo y las deformaciones que este sufre por 
causa de estas tensiones.  La ley de Hook describe una relación lineal entre las 
tensiones aplicadas y las deformaciones que experimenta el material, es esta la relación 
más básica y de mucha utilidad en el estudio de las fuerzas internas de un cuerpo. 
El suelo como material geológico natural, tiene un comportamiento de respuesta a la 
aplicación de tensiones muy complejo, de hecho esta respuesta depende de múltiples 
condiciones, entre las más básicas los límites de consistencia, la humedad natural, 
granulometría y relación de vacíos.  Si a esto se le suma características propias de 
suelos residuales como el grado de estructuración, historia de tensiones y capacidad de 
succión, se puede afirmar que casi imposible determinar las relaciones tensión-
deformación para los suelos.  Sin embargo, es importante estudiar, tanto para problemas 
prácticos como teóricos la influencia física de cada una de estas variables en la 
respuesta del suelo cuando es sometido a tensiones. 
Representar la relación entre las tensiones y las deformaciones de un cuerpo de manera 
volumétrica es una tarea complicada, La Figura 4.1 muestra una curva típica tensión-
deformación en el caso de tensiones uniaxial.  Como se observa existe un rango elástico 
desde el origen hasta el punto A, donde el comportamiento es lineal y elástico, hasta ese 
punto el material experimentó una deformación yε , para una tensión 0y . Entre el punto A 
y B la relación entre tensiones y deformaciones ya no aumentan en la misma proporción 
y el material pasa el nivel de deformaciones a 'yε .  A partir de este punto, cuando el 
material se descarga ya no regresa a la posición inicial quedando a una distancia pε  del 
origen, en este caso pε  se denomina como las deformaciones plásticas que experimentó 
el material, este comportamiento es típico en algunos suelos y se le conoce como 
plastificación con endurecimiento. 
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Figura 6.1.  Tensión-deformación con plastificación. 
Para el desarrollo de los modelos utilizados en OpenSees, se utilizó materiales no 
lineales siguiendo el criterio de plastificación, de esta manera se explicará en este 
capítulo solamente los fundamentos de este tipo de materiales, los cuales se rigen por 
los siguientes principios. 
• Función de Plastificación. 
• Ley de endurecimiento. 
• Ley de Flujo. 
6.2.1 Función de Plastificación 
La función de plastificación define el estado de tensiones límites, en los cuales el material 
se comporta de manera elástica y por ende, cualquier combinación de tensiones que se 
encuentre por fuera de ese estado producen la plastificación del material, en el caso 
uniaxial  mostrado en la Figura 6.1 correspondería al valor de 0y . 
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Existen diferentes criterios para la representación del estado de tensiones límites de 
plastificación, para suelo es usual relacionar los criterios de ruptura con los criterios de 
plastificación los cuales son iguales en el caso elásto-plástico perfecto.  Algunos de los 
más usados son: 
• TRESCA  El material rompe cuando la tensión desviadora alcanza un valor límite.  
Se debe aclarar que en este caso la resistencia a las tensiones desviadoras no 
depende del confinamiento del material, la superficie resultante es un prisma 
hexagonal. 
• VON MISES.  Es el mismo criterio de Tresca, solo que para considerar algún 
efecto de 2σ  considera un prisma circular a lo largo del eje hidrostático. 
• MOHR COULOMB.  Este criterio muy popular en la práctica común de suelos, 
asume que la resistencia del suelo depende del confinamiento a la cual se 
encuentre sometida, en función de la tensión de cizallamiento de la siguiente 
manera: tanf ccτ σ φ= +  donde cσ  es la tensión normal al plano de falla, c es la 
tensión de corte que resiste el suelo para un confinamiento nulo y φ  es el ángulo 
de fricción del material. 
• DRUCKER PRAGER.  Corresponde a una extensión del criterio de Mohr-
Coulomb.  Está definido en términos de los dos invariantes principales y a 
diferencia de M_C, este garantiza la continuidad de sus derivadas en cualquier 
punto, por lo que numéricamente es más viable de manejar. 
• LADE y MATSUOKA-NAKAI.  Ambos son modelos intermedios entre los prismas 
formados por el criterio de Mohr-Coulomb y el prisma de Drucker-Prager. 
En general el modelo de ruptura más utilizado para suelos es el modelo de Mohr –
Coulomb, especialmente en la práctica profesional.  Sin embargo, para análisis 
numéricos  en elementos finitos la representación de la superficie de ruptura por medio 
de este modelo, genera complicaciones numéricas.  En la Figura 6.2 las superficies tanto 
de Tresca como la de Mohr-Coulomb, obsérvese que estas curvas no son 
numéricamente continuas en los puntos de quiebres de los planos, lo que genera puntos 
de singularidad en la solución por elementos finitos. 
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La Figura 6.3 muestra en el plano desviatorio (perpendicular al eje de revolución de la 
superficie 1 2 3σ σ σ= = ) los criterios de ruptura de Mohr-Coulomb y los intentos por 
acercarse a este con superficies continúas.  El círculo que circunscribe el polígono de 
Mohr_Coulomb, representa el modelo de Drucker-Prager, uno de los criterios mas 
conocidos para representar suelos en elementos finitos,  El modelo de Lade representa 
una superficie intermedia entre Mohr-Coulomb y Druker-Prager, el modelo de Matsuoka-
Nakai es el modelo que mejor describe la superficie de Mohr-Coulomb, con un modelo 
aplicable a elementos finitos. 
 
Figura 6.2.  Superficies de falla del criterio de Tresca y Mohr-Coulomb 
 
Figura 6.3.  Superficies de ruptura genéricas. 
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6.2.2 Ley de Endurecimiento. 
Describe la relación entre las tensiones actuantes y la cantidad de deformación plástica 
producto de esas tensiones.  Para el caso uniaxial si nos referimos a la Figura 6.1 la ley 
de endurecimiento esta definida por la relación entre las tensiones actuantes y las 
deformaciones plásticas experimentadas por la barra para varios procesos (ver Figura 
4.4). 
 
Figura 6.4.  Representación de la ley de endurecimiento para el caso uniaxial. 
La ley de endurecimiento define el desplazamiento de la superficie de plastificación, ya 
sea aumentando las tensiones “Hardening” o provocando una disminución de estas 
“Softening”. 
6.2.3 Ley de Flujo. 
La ley de flujo define la dirección de las deformaciones plásticas después de que el 
estado de tensiones del elemento sale del campo elástico, la mayoría de los modelos 
utilizan una dirección perpendicular a la superficie de fluencia (flujo asociado), sin 
embargo modelos recientes desarrollan expresiones para consideraciones de flujo no 
asociado.  La ley de flujo controla el proceso de dilatancia y por ende la cantidad de 
deformación volumétrica producida por tensiones cortantes. 
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6.3 Modelos Constitutivos en OpenSees. 
En OpenSees se utilizaron dos modelos constitutivos diferentes, el primero de 
características cohesivas para representar el comportamiento de suelos residuales a 
bajas tensiones de confinamiento “Pressure Independ Multiyeld”, y el segundo un modelo 
de resistencia en función del confinamiento para representar suelos friccionantes. 
“Pressure Dependend MultiYeld”. 
6.3.1 Suelos Cohesivos. 
Como se argumenta en el próximo capítulo, para suelos residuales sometidos a bajas 
tensiones de confinamiento, la representación del comportamiento tensión-deformación 
se puede asumir puramente cohesiva, esto se puede explicar por dos conceptos 
principales.  En primer lugar en el comportamiento de pilas sometidas a carga lateral, la 
región plastificada es superficial, por lo que la influencia del confinamiento es poca, en 
segundo lugar, para bajos niveles de confinamientos los suelos residuales tienen una 
cohesión aparente alta, por lo que en esa zona el aporte de la fricción se puede 
despreciar. (Ver ítem 5.4). 
Para describir el comportamiento de estos suelos OpenSees utiliza el modelo 
“PressureIndependMultiyeld”, el cual implementa el criterio de plastificación de “Von 
Mises multi-surface” (ver Figura 6.5), este modelo asume múltiples superficies de 
plastificación para describir de manera mas precisa el comportamiento del suelo, de tal 
forma que la última superficie corresponde a la superficie de ruptura (ver Figura 6.6).  La 
respuesta no lineal del material sólo se da por deformaciones producidas por tensiones 
cortantes, la respuesta volumétrica a confinamientos iguales es lineal elástica e 
independiente de las tensiones cortantes. 
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Figura 6.5.  Superficies de Plastificación de Von Mises multi capa Tomado de (Zhaohui 2003). 
 
Figura 6.6.  Criterio del modelo de múltiples superficies e plastificación  “Multi Surface Model”                    
Tomado de (Zhaohui 2003). 
Como se observa en la Figura 6.6 se usa el concepto de múltiples superficies de Prevost 
(1985), para describir la plastificación y endurecimiento del suelo, la relación entre los 
puntos de plastificación está controlado por la curva hiperbólica propuesta por Konder 
(1963). 
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6.3.2 Suelos Friccionantes. 
Para el perfil del suelo analizado en este trabajo se utilizó un modelo de resistencia 
friccionante para representar el comportamiento del suelo para valores relativamente 
altos de confinamiento.  Cuando las tensiones de confinamiento son mayores a la 
cohesión aparente del suelo residual el incremento de la resistencia por causa de las 
tensiones confinantes es de magnitud representativa, para estos casos se utilizó el 
modelo “PressureDependendMultiYeld” de OpenSees. 
Al igual que para los suelos cohesivos, este modelo se desarrolló con base en el marco 
del criterio de plasticidad “multi-surface” Prevost (1985), adoptando superficies de 
plastificación de Druker-Prager. (ver Figura 6.7). 
 
Figura 6.7.  Modelo “Multi-Surface” Druker-Prager. Tomado de Zhaohui (2003). 
6.4 Calibración Numérica del Modelo Constitutivo. 
6.4.1 Comportamiento de Suelos Residuales. 
La física que controla el comportamiento mecánico de los materiales está definida 
básicamente por los minerales que lo conforman y la forma en que estos se enlazan 
entre sí; sin embargo en el caso del suelo, el comportamiento depende de múltiples 
factores que se deben conocer, si se quiere llegar a detallar las características 
mecánicas de este material. 
Terzagui a partir de 1925, empieza a establecer de manera técnica el comportamiento 
mecánico del suelo, aplicado básicamente a los suelos estudiados durante sus 
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observaciones de campo en Europa y Estados Unidos, en la mayoría de los casos suelos 
conformados como producto de los procesos de meteorización física, transportados 
durante procesos morfodinámicos ya sea viento, agua, deshielo, entre otros .  Por lo 
tanto los desarrollos teóricos y prácticos de comienzos del siglo XX, obedecieron 
básicamente al estudio de suelos transportados también denominados suelos 
sedimentarios. 
El origen del suelo es una de las características determinantes en el comportamiento 
mecánico de este material, de tal forma que se debe abordar de manera diferente la 
conceptualización de los suelos transportados a los suelos residuales, interpretando el 
término residual como el suelo producto de la meteorización química de un material, 
donde el material parental puede ser la roca u otro tipo de suelo que dió origen a dicho 
suelo residual. 
De acuerdo con la Sociedad Geológica de Londres (1997), las características más 
importantes de los suelos residuales son las siguientes: 
• Mineralogía. 
• Fractura de Granos. 
• Presencia de discontinuidades. 
• Saturación parcial. 
• Estructura variable y presencia de uniones (enlaces) entre partículas. 
• Relación de vacíos variable e independiente de la historia de tensiones in situ. 
Las características anteriores diferencian de manera contundente el comportamiento 
mecánico de los suelos residuales; sin embargo, tal vez la más importante es la 
existencia de enlaces entre partículas, las cuales de acuerdo con Vaughan (1998) tienen 
un comportamiento análogo a los suelos sedimentarios preconsolidados; en los suelos 
residuales este comportamiento es conocido como relación de sobreconsolidación 
aparente. Cuando los suelos estructurados se someten a bajos niveles de confinamiento, 
exhiben un comportamiento rígido hasta un punto de cedencia a partir del cual sufren una 
pérdida de rigidez drástica. 
La Sociedad Geológica de Londres (1997). Describe los conceptos descritos 
anteriormente sobre los suelos residuales de la siguiente manera: 
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• El suelo está caracterizado por una tensión de cedencia, la cual causa una 
pérdida abrupta de rigidez cuando esta tensión se supera. 
• El suelo exhibe un intercepto en la envolvente de resistencia, efecto llamado 
cohesión aparente. 
• Una vez la tensión de cedencia es excedida, la uniones entre partículas empiezan 
a destruirse progresivamente con una disminución de la porosidad, la cuál tiende 
al valor que tendría en estado remodelado o “destructurado” bajo el mismo nivel 
de tensiones. 
Durante las investigaciones ejecutadas por la maestría en geotecnia de la Facultad de 
Minas, se desarrolló un conjunto de tesis encaminadas a estudiar el comportamiento de 
los suelos residuales.  Es así como los trabajos de (Yamile 2000, Echeverry 2001, Vicky 
2005, Meza 2004) aportaron contribuciones importantes en el entendimiento del 
comportamiento mecánico de los suelos residuales del valle de Aburrá. 
Por otra parte los trabajos de Betancur (2006), y Otálvaro (2005) estudiaron el 
comportamiento dinámico y la respuesta sísmica de los suelos residuales del stock de 
Altavista y el gabro de San Diego.   En el primero de estos estudios se desarrolló un 
programa detallado de investigación geotécnica que contempló tanto ensayos de 
laboratorio como ensayos de campo, orientados a determinar el comportamiento estático 
y dinámico de los suelos residuales del stock de Altavista. A continuación se presenta la 
caracterización mecánica ejecutada por Betancur (2006) y una propuesta de modelación 
numérica para este tipo de suelos. 
6.4.2 Modelo del ensayo triaxial de los suelos residuales del 
Stock de Altavista. 
Con el objeto de reproducir el comportamiento tensión-deformación de un  suelo residual 
típico, se escogieron los resultados del plan de ensayos de campo y laboratorio 
reportados por (Betancur 2006).  Se seleccionó el perfil de meteorización reportado por el 
autor para la finca serranía.  Se recuperaron muestras inalteradas y se perforó por el 
método de rotación hasta los 15 m de profundidad, donde el número de golpes estándar 
(Nspt) fue igual a 60.  La localizacion exacta del sitio y los registro de exploración se 
encuentran disponibles en (Betancur, 2006). 
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En el sitio de análisis denominado Serranía, también fue ejecutado un ensayo “Down 
Hole” para la medición de la velocidad de propagación de las ondas de corte y ondas 
transversales 
La Figura 6.8 muestra la descripción del perfil geotécnico y los resultados de los ensayos 
de penetración estándar y Down Hole.  Como fue descrito por el autor, se observa una 
equivalencia directa entre la velocidad de onda de corte y el valor de Nspt.  Los primeros 
4 m consisten en un limo arcilloso con Nspt menor a 15 el cual puede ser asociado con 
suelo residual, entre los 4 y 15 metros se tiene un Saprolito arenoso con la ocurrencia 
aislada de estructuras heredadas. 
 
Figura 6.8.  Perfil Geotécnico Finca Serranía (Tomado de Betancur 2006) 
Para la calibración del modelo de suelo en OpenSees se seleccionó una muestra 
localizada a 6 metros de profundidad en la cual se ejecutó un ensayo triaxial con 
Capítulo 6 97 
 
tensiones de confinamiento entre 120 y 390 kPa.  El ensayó fue de tipo CU con medición 
de presión de poros por lo que se encontró los parámetros de resistencia en términos de 
tensiones efectivas y totales. 
Durante los ensayos de Betancur (2006) se detectó un comportamiento típico de suelos 
estructurados donde para bajas tensiones de confinamiento la resistencia de por corte no 
disminuye.  En suelos residuales está característica es inducida por la cementación y 
presencia de enlaces entre partículas, por lo tanto, cuando las tensiones de 
confinamiento son bajas, existe una resistencia adicional proporcionada por la estructura 
cementada, resistencia denominada normalmente como cohesión aparente (Betancur, 
2006) 
La Figura 6.9 muestra los resultados del ensayo de Betancur y los resultados obtenidos a 
través de OpenSees.  Se observa en primer lugar, que para confinamientos mayores a 
235 kPa, el modelo no lineal calibrado representa de manera muy cercana las 
condiciones reales medidas por Betancur (2006).  Sin embargo para el confinamiento de 
120 kPa, la curva reportada por el modelo OpenSees reportó una resistencia un 39% 
menor a la resistencia del ensayo, este comportamiento se puede explicar claramente 
por la influencia de la estructuración, la cual no fue destruida por el bajo valor del 
confinamiento. 
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Figura 6.9.  Curva tensión-deformación Serrania (6 m de profundidad).  Curva roja, ensayo ejecutado 
por Betancur (2006).  Curva negra, Ensayo modelado em OpenSees. 
En la actualidad, los modelos constitutivos para los suelos estructurados están en 
desarrollo y los pocos que se han reportado, aún no han sido incluidos en software como 
OpenSees o Abaqus.  Sin embargo para caracterizar la resistencia y deformabilidad de 
suelos estructurados se necesitan ensayos adicionales a los reportados por (Betancur 
2006).  Considerando lo anterior, se decidió construir los modelos de las pilas con 
relaciones no lineales convencionales bajo las siguientes premisas. 
• Para confinamientos mayores a 120 kPa, los cuales aplican a una  aproximada 
mayor a 6 m se utilizó el modelo “PresureDependentMultiyeld” de OpenSees, con 
el cual se obtuvo resultados muy cercanos a los reales. 
• Para valores de confinamiento menores a 120 kPa, donde el comportamiento del 
suelo está controlado por la cementación, se usó un modelo de resistencia 
independiente del confinamiento (PresureIndependentMultiyeld de OpenSees), 
definido por la cohesión proporcionada por la estructuración de los materiales. 
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La Figura 6.10 muestra los resultados obtenidos utilizando las suposiciones anteriores.  
Se observa una buena correlación entre el modelo triaxial desarrollado en OpenSees 
bajo las premisas anteriormente descrita.   
 
Figura 6.10.  Curva tensión-deformación Serrania – Triaxial vs OpenSees. 
El modelo mostrado en la Figura 6.10 fue construido a partir de los modelos constitutivos 
descritos anteriormente, estos modelos no capturan completamente la definición de 
suelos estructurados como menciona (Urrego, 2004), cuando se habla de modificar sólo 
la resistencia para bajo confinamiento, ya que adicionalmente, los suelos estructurado 
teóricamente sufren un proceso de ablandamiento abrupto, después de que se rompe la 
estructura.  Sin embargo en ninguno de los ensayos reportados por (Betancur, 2006) se 
observó este comportamiento. 
La Tabla 6.1 muestra los parámetros del modelo multicapa utilizados para la calibración 
del ensayo triaxial de (Betancur, 2006).  Como se describió anteriormente para 
representar el comportamiento estructurado del suelo se trabajó con un material 
puramente cohesivo para valores de confinamiento menores a la tención de cedencia de 
la estructura del suelo, en este caso equivalente a 120 kPa. 
100 Análisis Tridimensional de Pilas Considerando el Comportamiento No Lineal del 
Suelo 
 
Tabla 6.1.  Parámetros del modelo constitutivo calibrados. 
PARAMETROS	  
SUELO	  
Sc<120kPa	   Sc>120kPa	   Roca	  Fracturada	  
Es	  (MPa)	   20	   20	   300	  
υ 0.35	   0.35	   0.2	  
γd	  (kN/m3) 18	   18	   24	  
φ  (º) -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	   20	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  
C	  (kPa)	   50	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  
γmax 0.4	   0.4	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  
Pre	   80	   80	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  
d	   0.2	   0.3	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  
nSF	   20	   20	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  
θ    (º) -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	   27	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  
contrac	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	   0.21	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  
dilat1	  	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	   0.15	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  
dilat2	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	   0	   -­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  
  
 
7 Comportamiento de Pilas Sometidas a 
Carga Lateral 
7.1 Introducción 
Este capítulo presenta los resultados obtenidos durante el desarrollo de esta 
investigación, se presenta primero un análisis equivalente entre modelos 2D y 3D, con el 
objeto de encontrar resultados razonables con el modelo 2D.  Luego se muestra el 
proceso de calibración del modelo 3D elástico y los resultados obtenidos para el caso 
lineal y no lineal.  Por último se presentan las curvas p-y para el perfil del suelo analizado 
y se comparan con las propuestas de diferentes autores. 
7.2 Modelo Base 
El modelo 3D de OpenSees se construyó a partir del perfil geotécnico reportado por 
Betancur (2006) para la finca Serranía, se utilizaron en cada caso los parámetros 
deducidos a partir de la calibración del modelo numérico, el modelo base mostrado en 
Figura 7.1 se utilizó para el cálculo de todos los análisis paramétricos ejecutados que se 
mostrarán, posteriormente. 
7.1 Modelos 2D equivalentes. 
Actualmente es común analizar pilas a través del método de Winkler con resortes 
lineales, por esta razón se quiere mostrar inicialmente las diferencias obtenidas entre el 
modelo 2D y el modelo de Winkler. 
La Figura 7.2 muestra la respuesta en términos de la deformada de la pila.  Se observa 
en primer lugar que la respuesta de Winkler (usando las ecuaciones de Hetenyi, 
1946).coincide con el modelo de OpenSees 2D, usando un módulo en la interface igual al 
módulo de reacción del suelo.  En segundo lugar se puede observar que la deformada 
del modelo 2D, es mucho mayor al modelo 3D, esta diferencia era de esperarse ya que 
no es posible modelar pilas aisladas con modelos bidimensionales y simplificaciones de 
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deformación plana.  Sin embargo utilizando un módulo de elasticidad equivalente para el 
suelo es posible encontrar modelos equivalentes. 
 
Figura 7.1.  Modelo Base  
 
Figura 7.2.  Respuesta OpenSees y Winkler 
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Se ejecutó un análisis paramétrico modificando el módulo de elasticidad del modelo 2D, 
con el objeto de encontrar una respuesta igual al modelo 3D.   
En resumen el módulo 2D equivalente 2s DE  solo depende de la longitud de la pila, para 
relaciones de longitud 20PL
R
< . La Figura 7.3 muestra la relación entre el módulo 2D 
equivalente y la longitud de la pila, para relaciones de longitud mayor a 20, el módulo 
2s DE , se puede tomar como 2.5 veces el módulo de elasticidad del suelo, en caso 
contrario se puede usar la ecuación 1. 
 
Figura 7.3  .  Módulo de elasticidad 2D equivalente vs longitud de la pila. 
2 8 1.9lns DE x= −  
Para 20,
PL
R
<      y     10 100sMPa E MPa≤ ≤   
7.2 Calibración de la Respuesta Elástica 3D. 
Con el objeto de obtener resultados confiables, sin influencia de la calidad de la malla y 
parámetros geométricos, se ejecutó una calibración elástica del modelo.  Para la 
calibración se usó la solución de Farzad (2004).  La Figura 7.4 muestra la solución exacta 
presentada por Farzad (2004) para pilas elásticas embebidas en un medio elástico 
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tridimensional, sometidas a carga lateral.  Para el gráfico Farzad supuso pilas de pared 
delgada con relación radio/longitud igual a 50 (L/a=50), relación de Poisson de 0.25 
(v=0.25) y espesor de la pared igual al 10% del radio. (h/a=0.1). 
 
Figura 7.4.  Solución gráfica elástica reconstruida de Farzad (2004) 
La Figura 7.5 muestra los resultados del modelo en OpenSees 3D elástico comparados 
con la solución de Farzad (2004).  Se observa que para valores bajos de Ep/Es, la 
respuesta de OpenSees tiende a la solución exacta, sin embargo cuando la rigidez e la 
pila tiende a infinito se obtienen errores de orden del 20% en la respuesta superior de la 
pila.  Esto supone que para pilas muy rígidas la malla debe ser mejorada para obtener 
una respuesta coherente, sin embargo dentro del alcance de este trabajo donde la rigidez 
relativa no es tan alta se obtienen resultados satisfactorios.  Los parámetros calibrados 
de la malla se muestran en la Tabla 7.1. 
Tabla 7.1.  Parámetros Calibrados Malla 3D. 
Número Total de 
Elementos 7316 
Número Total de Nodos. 7451 
Longitud Eje Z 30 
Longitud Radial 30 
Distancia radial Inicial 0.5 
Distancia Radial Final 4 
Distancia eje Z Inicial 0.5 
Distancia Eje Z Final 3 
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Figura 7.5.  Calibración Modelo OpenSees 3D Elástico. 
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7.3 Efecto no lineal del suelo 
El efecto no lineal del suelo en el análisis de pilas sometidas a carga lateral, tiene una 
influencia determinante.  Antes de presentar las curvas p-y obtenidas a partir de 
OpenSees para suelos superficialmente cohesivos, se muestra en este ítem las 
implicaciones mas importantes cuando se considera una respuesta no lineal del suelo.  
Para este objetivo se retomó la formulación de Davis y Budhu (1986) descrita en el 
capítulo 2. 
A partir de la geometría del modelo base se calculó la respuesta de la pila en términos de 
deflexión y de momento flector, tanto para el caso lineal como para el caso no lineal.  
Como parámetro de control se definió la cohesión definida en el modelo de Von Mises 
para el material superficial.  La cohesión se tomo como variable en un rango de valores 
entre el 1% el 20% de la carga aplicada. 
Las Figura 7.6, Figura 7.7, Figura 7.8 muestran los resultados obtenidos, como se 
esperaba, a medida que aumenta la cohesión del material superficial la respuesta tiende 
a la respuesta lineal, esto porque para valores altos de cohesión y valores bajos de carga 
el suelo se moviliza en el rango lineal.  Para el caso de C=10 kPa, la respuesta no lineal 
es del orden de 3 veces mayor que la respuesta lineal, tanto para la deformada como 
para el momento flector. 
Capítulo 7 107 
 
  
  
Figura 7.6.  Respuesta de pila modelo para C = 10 kPa y C=20kPa 
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Figura 7.7.  Respuesta de pila modelo para C = 30 kPa y C=50kPa 
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Figura 7.8.  Respuesta de pila modelo para C = 100 kPa y C=200 kPa 
La Figura 7.9 muestra la respuesta carga-desplazamiento en la cabeza de la pila para 
diferentes valores de cohesión.  Como se expuso en las figuras anteriores, a medida de 
la carga se aproxima a la carga límite la respuesta aumenta el grado de no linealidad.  
Por otro lado se observa que para el modelo base la respuesta para una carga de 
1000H kN=  la respuesta pasa del orden de 7 mm a 25 mm.  Por tanto la respuesta no 
lineal es cerca de 3 veces mayor que la considerada en el caso elástico lineal. 
 
Figura 7.9.  Curva de capacidad para la pila del modelo base. 
Un análisis particularmente interesante para el suelo caracterizado es la comparación de 
la respuesta no lineal obtenida con OpenSees para los suelo calibrados, con resultados 
de la literatura internacional, en este caso por tratarse de un material principalmente 
cohesivo, se seleccionó el método de Davis-Budhu (1986), el cuál se encuentra detallado 
en el capítulo 2. 
La Figura 7.10 muestra el resultado de la respuesta inelástica normalizada con respecto 
a la elástica obtenida en OpenSees 3D para el perfil típico del stock de Alta Vista, Se 
comparó con la respuesta reportada por Davis-Budhu (1986).  Para normalizar la 
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influencia de la cohesión se multiplico por el diámetro al cuadrado y se dividió por la 
carga horizontal aplicada.  El resultado que resume la influencia no lineal en el 
comportamiento de suelos locales en la respuesta de pilas laterales  muestra que el 
efecto no lineal es relativamente menor al reportado por Davis-Budhu (1986).  Se 
observa que cuando se considera el aporte de la cohesión de manera superficial, el suelo 
residual analizado reportó una respuesta intermedia entre la propuesta de Davis y los 
resultados obtenido, concluyendo de esta manera que el efecto no lineal es importante 
pero que se debe tener cuidado al utilizar aproximación obtenidas para suelos 
transportados o remoldeados. 
 
Figura 7.10.  Respuesta relativa en función de la cohesión normalizada. 
7.4 Curvas p-y deducidas. 
En la práctica actual de geotecnia se usa frecuentemente las curvas p-y para el análisis y 
diseño de pilas sometidas a carga lateral.  Como se explico ampliamente al inicio de este 
trabajo, estas curvas están definidas experimentalmente para material transportados de 
propiedades específicas para los suelos en dónde se ejecutó los ensayos.  
Adicionalmente cuentan con un margen de seguridad que las formulaciones de los 
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autores impusieron para quedar por el lado seguro y sean aplicables de manera 
conservadora a otros tipos de suelos. 
En el caso de suelos residuales, se espera obviamente una mayor resistencia del suelo, 
en este ítem se quieren mostrar las curvas calculadas con el modelo OpenSees 3D. Para 
ello, a partir del modelo base se cargó el modelo hasta producir la falla, de esta forma se 
obtuvo la curva de capacidad de la pila analizada.   
La Figura 7.11 muestra la curva de capacidad obtenida para el modelo base, junto con la 
respuesta lineal calculada.  La carga última obtenida fue de 4200uH kN= . 
 
Figura 7.11.  Curva de capacidad para la pila del modelo base. 
Considerando que la respuesta última de la pila corresponde a deformaciones no lineales 
demasiado grandes, se quiso estimar la influencia no lineal pero en el rango de cargas de 
trabajo.  Para este caso el efecto no lineal no es despreciable, este efecto se resume a 
continuación. 
Con base en la carga última obtenida de la curva de capacidad, se calculó la respuesta 
para la pila sometida a una carga correspondiente a un factor de seguridad de 3, 
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normalmente utilizado en capacidad de carga en cimentaciones.  Para este factor de 
seguridad la carga admisible es 1400admH kN= .   
Las Figura 7.12 y Figura 7.13 muestran la respuesta en términos de momento flector y 
deflexiones, para la carga correspondiente a un factor de 3, se observa en primer lugar 
que en el caso elástico la deflexión máxima en la cabeza fue de 25 mm, deflexión que se 
considera aceptable para el diseño básico de pilas sometidas a carga lateral.  Cuando se 
considera el comportamiento no lineal el desplazamiento en la cabeza pasa a 42 mm, 
valor que no es admisible desde el punto de vista de funcionalidad y seguridad.   
Por otra parte para el caso de momentos flectores, lo primero que se observa es un 
cambio en la posición del momento máximo; sin embargo, para el diseño este dato no es 
importante porque aumenta se incrementa la distancia necearía de refuerzo en la parte 
superior del pilote   El valor del momento flector máximo para cargas de servicio paso de 
1130 kN.m en el caso elástico a 1640 kN.m en el caso inelástico, reportando un aumento 
del 45% aproximadamente.  
La construcción de la curva p-y se hizo con base en los resultados obtenidos en 
OpenSees de los momentos flectores.  El cálculo de la reacción de suelo se hizo 
aplicando el cálculo de diferencias finitas sobre la respuesta del momento flector en la 
sección de la pila de la siguiente manera. 
   
2
1 1 1
2 2
2 i iM M Md Mp
dz h
− +− += − =   
Donde H es la distancia entre Mi y Mi+1. 
Se calculó la presión como se mostró anteriormente para cada profundidad de la pila, se 
graficó este valor contra el valor de deflexión, obteniendo de esta forma las curvas p-y del 
modelo de OpenSees 3D. 
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Figura 7.12.  Deformada de la pila para H = Hadm = 1400 kN. 
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Figura 7.13.  Momento Flector de la Pila para H = Hadm = 1400 kN. 
Con objeto de comparar y establecer relaciones con respecto a las curvas reportadas por 
otros autores, se dibujaron en el mismo gráfico las curvas obtenidas por el método de 
Ismael (1990) reportadas para suelos con aporte tanto de fricción como de cohesión, 
también con las curvas p-y de Matlock (1970) para suelos cohesivos, adicionalmente se 
utilizó el coeficiente de reacción propuesto por Vesic (1961) para pilas y se construyó la  
la correspondiente curva p-y, que en este caso es una recta (Véase Figura 7.14 a Figura 
7.19). 
Para todos los casos las curvas clásicas que presentaron un menor grado de error con 
respecto a la respuesta  OpenSees en suelos residuales, fueron las curvas propuestas 
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por Ismael (1990), especialmente para profundidades bajas.  Analizando en detalle las 
curvas de Ismael (1990) se observa que para la profundidad z=0 la rigidez inicial 
obtenida por estas curvas fue mayor a la obtenida en el modelo, sin embargo, para el 
resto de profundidades la la porción lineal de la curvaoincidió muy bien con la del modelo 
OpenSees.  En relación a la resistencia última, aunque el valor reportado por las curvas 
de Ismael (1990) fue el más cercano al resultado en OpenSees, siempre fue inferior a la 
resistencia última obtenida con el modelo. 
Aunque las curvas de Ismael (1990) no consideran el efecto de estructuración de los 
suelos residuales, si considera tanto el aporte de la fricción como de la cohesión para el 
cálculo de la presión última admisible, por ende para el cálculo de pilas sometidas a 
carga lateral se recomienda la utilización de estas curvas. 
Las curvas de Matlock (1970) subestimaron en una proporción considerable la resistencia 
del suelo, con respecto al módulo de rigidez inicial del suelo de estas curvas, este 
siempre coincidió con el módulo de balasto propuesto por Vesic (1961).  Con respecto al 
módulo de reacción propuesto por Vesic (1961), se observó que para profundidades 
bajas el valores es representativamente alto, y para profundidades a partir de 3 m es 
incluso menor al módulo tangente de la curva del modelo. 
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Figura 7.14.  Curvas p-y para z = 0 m 
 
Figura 7.15.  Curvas p-y para z = 1 m 
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Figura 7.16.  Curvas p-y para z = 2 m 
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Figura 7.17.  Curvas p-y para z = 3 m 
 
Figura 7.18.  Curvas p-y para z = 4 m 
 
Figura 7.19.  Curvas p-y para z = 5 m
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8 Conclusiones 
Los resultados obtenidos durante la realización de este trabajo reflejan una tendencia, 
desde el punto de vista numérico, de la influencia de algunas variables en el 
comportamiento final del suelo en el análisis de pilas sometidas a carga lateral. A 
continuación se presentan las implicaciones mas relevantes de los resultados desde el 
punto de vista numérico, considerando que para una aplicación práctica, los resultados 
de este análisis  se deben validar antes con datos experimentales que pueden ser 
desarrollados en trabajos futuros. 
• La influencia de la no linealidad del suelo en la respuesta de pilas sometidas a 
carga lateral es determinante incluso para niveles bajos de deformación. De 
acuerdo con la curvas p-y obtenidas y las presentadas durante la investigación 
del estado del conocimiento, se evidencia un incremento en las solicitaciones a 
las  pilas por influencia del comportamiento no lineal del suelo. 
• Se logró reproducir las curvas tensión-deformación del ensayo triaxial reportado 
por Betancur (2006). Con una combinación de los modelos cohesivos y 
friccionantes disponibles en OpenSees.  Las curvas se obtuvieron a través de 
una calibración de los parámetros de los modelos constitutivos, trabajando con el 
modelo de Von Mises para confinamientos bajos y Druker-Prager para valores 
altos de confinamiento. 
• El comportamiento de sobreconsolidación aparente reportado en los ensayos de 
Betancur (2006) se logró reproducir en el modelo OpenSees a través de un 
modelo constitutivo basado en materiales cohesivos construido con el concepto 
de múltiple superficies de plastificación y aplicando el criterio de Von Mises. 
• De acuerdo con la revisión del estado del conocimiento, las curvas p-y mas 
aceptadas a nivel mundial siguen siendo las curvas de Matlock(1970) para 
arcillas y Reese (1974) para arenas; sin embargo, tanto Ismael (1990) como Van 
Impe (2001) presentaron modelos para suelos friccionantes y cohesivos 
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integrando tanto los aportes de cohesión como de fricción, algunas evidencias 
experimentales han validado estos modelos, los resultados obtenidos en el 
modelo OpenSees 3D para los modelos constitutivos calibrados, que representan 
el comportamientos de los suelos residuales del Stock de Altavista, mostraron 
que las curvas de Ismael (1990) son las que menor error proporcionan con 
respecto a las curvas obtenidas con el modelo. 
• Con el lenguaje de programación tcl (Tool Command Language), se logró 
construir un algoritmo que a partir de ciertos criterios básicos construye una malla 
para el análisis 3D y 2D de pilas sometidas a carga lateral en OpenSees.  La 
malla se optimizó con criterios de variación parabólica en la dimensión del 
elemento de tal forma que cuando se acerca al punto de concentración de 
tensiones la dimensión del elemento tiende a cero. 
• Se calibró el modelo 3D, a partir de un análisis elástico lineal, el cual se comparó 
con el resultado de Farzad (2004) obtenido para valores de rigidez relativa suelo-
pila menores de 2500, ( 2500Ep Es <  ) este rango es totalmente compatible con 
parámetros de suelos reales, por lo que no se modificó la distribución de la malla 
del modelo. 
• La curva presentada en la Figura 7.10, muestra el efecto del comportamiento no 
lineal del suelo en la respuesta de la pila para el suelo residual estudiado.  Se 
comparó esta curva con la presentada por Davis-Budhu (1986) para suelos 
cohesivos, se encontró que en el caso analizado la influencia del comportamiento  
no lineal del suelo no es tan representativa como la reportada por los autores. En 
el caso específico de cohesión mínima, mientras la curva de Davis-Budhu 
recomienda un factor de  de 15 para encontrar la respuesta inelástica en función 
de la respuesta elástica, con el modelo OpenSees se encontró para este caso un 
factor de 3. 
• El anterior enunciado permite nos lleva a concluir que en suelos residuales el 
efecto del comportamiento no lineal es importante pero la influencia es menor 
que la reportada por otros autores para suelos transportados de naturaleza 
cohesiva.  Esta es una implicación importante a nivel práctico, ya que cuando se 
utiliza curvas p-y desarrolladas en suelos transportados, generalmente estamos 
sub-estimado la resistencia real del suelo. 
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• Para el perfil estratigráfico analizado, se obtuvo la respuesta lineal y no lineal, 
para un factor de seguridad de 3, mostrando que incluso para el caso de cargas 
de servicio el efecto lineal es importante, obteniendo un desplazamiento en la 
cabeza de la pila del orden del doble que para el caso elástico.   
• Para el modelo base se construyeron las curvas p-y con el OpenSees y se 
compararon con la curvas de Ismael (1990), Matlock (1970), Vesic (1961) y la 
respues lineal.  Se encontró que en todos los casos tanto las curvas de Ismael 
como las d Matlock sub-estimaron la respuesta obtenida en el modelo.  Sin 
embargo, las curvas de Ismael (1990) fueron las que presentaron un menor 
grado de error. 
• Se demostró que las curvas de Matlock no son aplicables a suelos residuales y 
que sub-estiman de manera exagerada la rigidez como la resistencia del suelo.  
Esto implica una reflexión profunda en la implementación de estas curvas para el 
caso de suelos locales ya que no son compatibles con el comportamiento de los 
suelos residuales. 
• Aunque es evidente que el objetivo de esta tesis es sólo mostrar la influencia del 
comportamiento no lineal de suelos residuales en la respuesta numérica de pilas 
sometidas a carga lateral, se entiende que cualquier recomendación para la 
ingeniera básica tiene que ser respaldada por datos experimentales.  Sin 
embargo, los resultados obtenidos en este trabajo permiten recomendar el uso 
de las curvas de Ismael (1990) para el análisis de suelos residuales ya que la 
magnitud en la sub-estimación de la resistencia es menor que le de las curvas 
clásicas como las de (Matlock 1970).  El comportamiento de las curvas de Ismael 
coincidió generalmente con la rigidez en el rango elástico de las curvas obtenidas 
con el modelo OpenSees, adicionalmente el cálculo de la resistencia última 
aunque sub-estima la del modelo, fue la que más se acercó en comparación con 
las otras curvas analizadas en este trabajo. 
• El módulo de balasto calculado a partir de la ecuación de Vesic (1963) no mostró 
resultados similares a los  del modelo numérico, por lo tanto no se recomienda el 
uso de esta ecuación para el cálculo de módulos de balasto en la ingeniería 
práctica, en suelos residuales. 
• Para futuros estudios se recomienda la ejecución de ensayos ya sean en escala 
real o en escala reducida de pilas sometidas a carga lateral.  
  
 
A. Anexo: Algoritmo Tcl 
desarrollado para el análisis de pilas 
sometidas a carga lateral en 
openSees 
DIRECTORIO PRINCIPAL 
wipe	  
model	  basic	  -­‐ndm	  3	  -­‐ndf	  3	  
set	  repFpile	  [open	  "repFpile.out"	  w+]	  
set	  nodosModel	  [open	  "nodosModel.tcl"	  w+]	  
set	  inicio	  [clock	  seconds]	  
source	  pMalla.tcl	  
source	  MaterialPila.tcl	  
source	  MallaPila.tcl	  
wipe	  MallaPila.tcl	  
close	  $nodosModel	  
source	  nodosModel.tcl	  
set	  limitH	  [expr	  $dimR+$Dp/2+$deltaT]	  
puts	  $limitH	  
fixZ	  	  0	  1	  1	  1	  -­‐tol	  1e-­‐6	  
fixX	  	  $limitH	  1	  0	  0	  -­‐tol	  1e-­‐6	  
fixX	  	  -­‐$limitH	  1	  0	  0	  -­‐tol	  1e-­‐6	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fixY	  	  $limitH	  0	  1	  0	  -­‐tol	  1e-­‐6	  
fixY	  	  -­‐$limitH	  0	  1	  0	  -­‐tol	  1e-­‐6	  
#eval	  "recorder	  Element	  -­‐file	  ele160.out	  -­‐element	  [expr	  $n*($nz-­‐1)]	  	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  	  
material	  1	  stress"	  
#eval	  "recorder	  Element	  -­‐file	  ele1601.out	  -­‐element	  [expr	  3*$n*($nz-­‐1)]	  	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  	  
material	  1	  stress"	  
#eval	  "recorder	  Element	  -­‐file	  ele16010.out	  -­‐element	  [expr	  5*$n*($nz-­‐1)+($nr-­‐
1)*2*$n*($nz-­‐1)]	  	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  	  material	  1	  stress"	  
#eval	  "recorder	  Node	  -­‐file	  pila.out	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  -­‐node	  1	  -­‐dof	  1	  2	  disp"	  
source	  gravedad.tcl	  
#wipeAnalysis	  
#setTime	  0.0	  
#loadConst	  -­‐time	  0	  
puts	  "terminó	  gravedad"	  
#close	  $repFpile	  
#source	  AnálisisN.tcl	  
wipeAnalysis	  
setTime	  0.0	  
loadConst	  -­‐time	  0	  
puts	  "terminó	  gravedad	  No	  Lineal"	  
model	  basic	  -­‐ndm	  3	  -­‐ndf	  6	  
source	  Malla2.tcl	  
source	  mPila.tcl	  
puts	  "Restricción	  Z	  base	  pila"	  
puts	  "Ultimo:[expr	  $nodosT+1+$nn*($npz-­‐1)]"	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fix	  [expr	  $nodosT+1+$nn*($npz-­‐1)]	  1	  0	  0	  0	  0	  0	  -­‐tol	  1e-­‐6	  
puts	  $repFpile	  "-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	  	  Definición	  de	  carga-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐"	  
pattern	  Plain	  1	  Linear	  {	  
load	  [expr	  $nodosT+1]	  1000	  0	  0	  0	  0	  0	  
puts	  $repFpile	  "load	  [expr	  $nodosT+1]	  1000	  0	  0	  0	  0	  0"	  
}	  
close	  $repFpile	  
#eval	  "recorder	  Node	  -­‐file	  pila1.out	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  -­‐node	  [expr	  $nodosT+1]	  	  -­‐dof	  1	  2	  disp"	  
#eval	  "recorder	  Node	  -­‐file	  pila2.out	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  -­‐node	  [expr	  $nodosT+2]	  	  -­‐dof	  1	  2	  disp"	  
#eval	  "recorder	  Node	  -­‐file	  pila2n.out	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  -­‐node	  [expr	  $nodosT+1+$nn]	  	  -­‐dof	  1	  2	  
disp"	  
#eval	  "recorder	  Node	  -­‐file	  pila3n.out	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  -­‐node	  [expr	  $nodosT+1+2*$nn]	  	  -­‐dof	  
1	  2	  disp"	  
#eval	  "recorder	  Node	  -­‐file	  pila4n.out	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  -­‐node	  [expr	  $nodosT+1+3*$nn]	  	  -­‐dof	  
1	  2	  disp"	  
#eval	  "recorder	  Node	  -­‐file	  pilann.out	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  -­‐node	  [expr	  $nodosT+1+($npz-­‐
1)*$nn]	  	  -­‐dof	  1	  2	  disp"	  
eval	  "recorder	  Node	  -­‐file	  pilaD.out	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  -­‐node	  $PnodeList	  	  -­‐dof	  1	  disp"	  
recorder	  Node	  -­‐file	  pilaD1.out	  -­‐time	  -­‐dT	  0.01	  -­‐node	  $PnodeList	  	  -­‐dof	  1	  disp	  
source	  Análisis.tcl	  
#puts	  $repFpile	  "$PnodeList"	  
set	  final	  [clock	  seconds]	  
puts	  "tiempo	  de	  ejecución:	  [expr	  ($final-­‐$inicio)]	  segundos."	  
wipe	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PARAMETRO DE LA MALLA 
#CONSTANTES 
set pi 3.141592654 
#PARÁMETROS. 
##Número de elementos por sección. 
set n 8 
##Número de elementos longitud variable eje radial. 
set nr1 4 
##Longitud de la pila 
set Lp 20.0 
##diámetro de la pila 
set Dp 1.0 
##Altura del modelo 
set dimZ 30 
##Dimensión elemento eje z 
set deltaZ 1 
#Dimensión modelo eje radial 
set dimR 50 
##Dimensión elemento inicial eje radial 
set deltaRini 0.5 
##Dimensión elemento final eje radial 
set deltaRf 4 
##Espesor interface suelo-pila 
set deltaT 0.5 
# CÁLCULO DE CONSTANTES 
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## número total de nodos por nivel 
set nn     [expr 2*$n+1]    
## delta ángulo del elemento          
set Dtetha [expr $pi/$n] 
## radio del pilote             
set rp     [expr $Dp/2]  
## número de nodos  en el eje z                        
set nz     [expr int($dimZ/$deltaZ+1)]  
## número de nodos de la pila  en el eje z                        
set npz     [expr int($Lp/$deltaZ+1)] 
# Constante para ecuación exponencial de variación de deltaR                        
set pr [expr pow($deltaRf/$deltaRini,1/($nr1-1.0))] 
## Longitud radial con elementos de longitud variables                        
set lr1 [expr $deltaRini*(pow($pr,$nr1)-1)/($pr-1)] 
## Longitud radial con elementos de longitud constante                        
set lr2 [expr $dimR-$lr1] 
## número de elementos de longitud constante                        
set nr2 [expr int($lr2/$deltaRf)] 
## longitud elemento constante 
set deltaR2  [expr $lr2/$nr2] 
## número de elementos eje radial 
set nr [expr $nr1+$nr2] 
## número total de nodos 
set nodosT [expr (2*$n*$nr+4*$n+1)*($nz)] 
#set repFpile [open "repFpile.out" w+] 
puts $repFpile "####PARÁMETROS######" 
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puts $repFpile "" 
puts $repFpile "n: $n" 
puts $repFpile "nr1: $nr1" 
puts $repFpile "Lp: $Lp" 
puts $repFpile "Dp: $Dp" 
puts $repFpile "dimZ: $dimZ" 
puts $repFpile "deltaZ: $deltaZ" 
PARAMETROS DEL MODELO. 
#--parámetros del modelo 
#---módulo de elasticidad 
 set Es  50000 
 set Ezp 500000 
#---relación de poisson 
 set mu 0.35 
#---densidad unitaria 
 set rho 1.8 
#---ángulo de fricción 
 set fi 30 
#---Cohesión 
        set C 200 
#---deformación octahédrica máxima 
 set gmax 0.4 
#---presión de confinamiento de referencia 
 set preref 80 
#---exponente de aumento de rigidez con el confinamiento 
 set d 0.2 
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#---ángulo de fase 
 set theta 27 
#---coeficiente de contracción 
 set contrac 0 
#---constantes de dilatación 
 set dilat1 0 
 set dilat2 0 
#---parámetros de licuación  
 set liquefac1 0 
        set liquefac2 0 
        set liquefac3 0 
#---número de superficies de fluencia 
        set nSF 20 
#---Relación de vacios inicial 
        set e 0.45 
#---parámetros que definen la línea de resistencia de estado crítico 
        set cs1 0.9 
        set cs2 0.02 
        set cs3 0.7 
        set pa 101 
set G [expr $Es/(2*(1+$mu))] 
set Gzp [expr $Ezp/(2*(1+$mu))] 
set B [expr $Es/(3*(1-2*$mu))] 
set Bzp [expr $Ezp/(3*(1-2*$mu))] 
#--modelo constitutivo para el suelo 
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#nDMaterial PressureDependMultiYield 1 3 $rho $G $B $fi $gmax $preref $d $theta 
$contrac $dilat1 $dilat2 $liquefac1 $liquefac2 $liquefac3 $nSF 0 0 $e  
#nDMaterial PressureDependMultiYield 2 3 $rho $Gzp $Bzp $fi $gmax $preref $d $theta 
$contrac $dilat1 $dilat2 $liquefac1 $liquefac2 $liquefac3 $nSF 0 0 $e  
#nDMaterial PressureDependMultiYield 3 3 $rho $Gzp $Bzp $fi $gmax $preref $d $theta 
$contrac $dilat1 $dilat2 $liquefac1 $liquefac2 $liquefac3 $nSF 0 0 $e 
 nDMaterial PressureIndependMultiYield 1 3 $rho $G $B $C $gmax $fi $preref $d $nSF  
nDMaterial PressureIndependMultiYield 2 3 $rho $Gzp $Bzp $C $gmax $fi $preref $d 
$nSF  
nDMaterial PressureIndependMultiYield 3 3 $rho $Gzp $Bzp $C $gmax $fi $preref $d 
$nSF  
#nDMaterial ElasticIsotropic3D 1 $Es $mu $rho  
#nDMaterial ElasticIsotropic3D 2 $Es $mu $rho  
#nDMaterial ElasticIsotropic3D 3 $Es $mu $rho  
updateMaterialStage -material 1 -stage 0 
updateMaterialStage -material 2 -stage 0 
updateMaterialStage -material 3 -stage 0 
CONSTRUCCION DE LA MALLA. 
######### Construcción nodos Suelo ############################ 
##Nodos Zona Pila 
puts $nodosModel "#------  Nodos Zona Pila-------" 
set numNodo 0 
for {set k $nz} {$k >= 1} {incr k [expr -1]} { 
     for {set i 1} {$i <= $nn} {incr i 1} { 
     if ($i==1) { 
      set Rcoor 0 
      } else { 
       set Rcoor $rp 
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     } 
          set Tethacoor [expr ($i-2)*$pi/$n]  
     set Zcoor [expr ($k-1)*$deltaZ] 
     set numNodo [expr $numNodo+1]  
      
     set Xcoor [expr $Rcoor*cos($Tethacoor)] 
     set Ycoor [expr $Rcoor*sin($Tethacoor)] 
     #node $numNodo $Xcoor $Ycoor $Zcoor 
     puts $nodosModel "node $numNodo $Xcoor $Ycoor $Zcoor" 
     }    
  } 
## Nodos zona interface. 
puts $nodosModel "#------  Nodos Zona Interface suelo-pila-------" 
set numNodo ($nn)*($nz) 
for {set k $nz} {$k >= 1} {incr k [expr -1]} { 
  
    for {set i 1} {$i <= [expr 2*$n]} {incr i 1} { 
     set Rcoor [expr $rp+$deltaT] 
     set Tethacoor [expr ($i-1)*$pi/$n]  
     set Zcoor [expr ($k-1)*$deltaZ] 
     set numNodo [expr $numNodo+1]  
      
     set Xcoor [expr $Rcoor*cos($Tethacoor)] 
     set Ycoor [expr $Rcoor*sin($Tethacoor)] 
     #node $numNodo $Xcoor $Ycoor $Zcoor 
     puts $nodosModel "node $numNodo $Xcoor $Ycoor $Zcoor" 
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     }    
  } 
## Nodos Elementos del suelo. 
puts $nodosModel "#------  Nodos Elementos del suelo-------" 
set numNodo (4*$n+1)*($nz) 
for {set k $nz} {$k >= 1} {incr k [expr -1]} { 
  for {set j 1} {$j <= $nr} {incr j 1} { 
    for {set i 1} {$i <= [expr 2*$n]} {incr i 1} { 
     
     set Tethacoor [expr ($i-1)*$pi/$n]  
      
     if {$j <= $nr1} { 
      set Rcoor [expr $rp+$deltaT+$deltaRini*(pow($pr,$j)-1)/($pr-1)] 
      
      } else { 
       set Rcoor [expr $rp+$deltaT+($j-$nr1)*$deltaR2+$lr1] 
     } 
       
     set Zcoor [expr ($k-1)*$deltaZ] 
     set numNodo [expr $numNodo+1]  
      
     set Xcoor [expr $Rcoor*cos($Tethacoor)] 
     set Ycoor [expr $Rcoor*sin($Tethacoor)] 
      
     if {$Tethacoor <= [expr $pi/4]} { 
       set xr [expr $Rcoor] 
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       set yr [expr $Rcoor*tan($Tethacoor)] 
        
       } else { 
        
        if {$Tethacoor <= [expr 3*$pi/4]} { 
         set xr [expr $Rcoor/tan($Tethacoor)]  
         set yr [expr $Rcoor] 
      
          } else { 
            if {$Tethacoor <= [expr 5*$pi/4]} { 
      set xr [expr -$Rcoor] 
             set yr [expr -$Rcoor*tan($Tethacoor)] 
               } else { 
                if {$Tethacoor <= [expr 7*$pi/4]} { 
                  set xr [expr -$Rcoor/tan($Tethacoor)] 
                  set yr [expr -$Rcoor] 
    } else { 
      set xr [expr $Rcoor] 
      set yr [expr $Rcoor*tan($Tethacoor)] 
          } 
         } 
        } 
       } 
       
                    
       set Dxi [expr ($xr-$Xcoor)*$j/$nr] 
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       set Dyi [expr ($yr-$Ycoor)*$j/$nr] 
 
       set xi [expr $Xcoor+$Dxi] 
       set yi [expr $Ycoor+$Dyi] 
     #node $numNodo $xi $yi $Zcoor 
     puts $nodosModel "node $numNodo $xi $yi $Zcoor" 
     } 
    }  
  } 
set numNodo (2*$n*$nr+4*$n+1)*($nz) 
################## Construcción de elementos ###################### 
 
## Elementos zona pila 
 
puts $nodosModel "#------  Elementos Zona Pila-------" 
set elet 0 
for {set k 1} {$k <=  [expr $nz-1]} {incr k 1} {   
    for {set i 1} {$i <= $n} {incr i 1} { 
 
     set n1 [expr ($k-1)*(2*$n+1)+1] 
     set n2 [expr ($k-1)*(2*$n+1)+2*$i] 
     set n3 [expr ($k-1)*(2*$n+1)+2*$i+1] 
 
      if ($i==$n) { 
       set n4 [expr ($k-1)*(2*$n+1)+2] 
      } else { 
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       set n4 [expr ($k-1)*(2*$n+1)+2*$i+2] 
      } 
 
     set n5 [expr $k*(2*$n+1)+1] 
     set n6 [expr $k*(2*$n+1)+2*$i] 
     set n7 [expr $k*(2*$n+1)+2*$i+1] 
      
      if ($i==$n) { 
       set n8 [expr $k*(2*$n+1)+2] 
      } else { 
       set n8 [expr $k*(2*$n+1)+2*$i+2] 
      } 
     set elet [expr $elet+1] 
 
     #element stdBrick $elet $n5 $n6 $n7 $n8 $n1 $n2 $n3 $n4 3 0 0 -18 
 
     puts $nodosModel "element stdBrick $elet $n5 $n6 $n7 $n8 $n1 $n2 $n3 $n4 3 0 0 -
18" 
     }    
 } 
## Elementos de la interface 
 
puts $nodosModel "#------  Elementos Zona Interface suelo-pila-------" 
set elet $n*($nz-1) 
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for {set k 1} {$k <=  [expr $nz-1]} {incr k 1} {   
    for {set i 1} {$i <= [expr 2*$n]} {incr i 1} { 
 
     set n1 [expr ($k-1)*(2*$n+1)+$i+1] 
     set n2 [expr ($k-1)*(2*$n)+($nn)*($nz)+$i] 
     set n3 [expr $n2+1] 
     set n4 [expr $n1+1] 
     set n5 [expr $k*(2*$n+1)+$i+1] 
     set n6 [expr 2*$k*$n+($nn)*($nz)+$i] 
     set n7 [expr $n6+1] 
     set n8 [expr $n5+1] 
      
     if ($i==[expr  2*$n]) { 
      set n3 [expr ($k-1)*2*$n+($nn)*($nz)+1] 
      set n4 [expr ($k-1)*(2*$n+1)+2] 
      set n7 [expr $k*2*$n+($nn)*($nz)+1] 
      set n8 [expr $k*(2*$n+1)+2] 
        
      } 
       
     set elet [expr $elet+1] 
 
    # element stdBrick $elet $n5 $n6 $n7 $n8 $n1 $n2 $n3 $n4 3 0 0 -18 
 
     puts $nodosModel "element stdBrick $elet $n5 $n6 $n7 $n8 $n1 $n2 $n3 $n4 1 0 0 -
18" 
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     }    
 } 
puts $repFpile "#------  Elementos suelos adyacentes a Zona Interface suelo-pila-------" 
 
set elet 3*$n*($nz-1) 
for {set k 1} {$k <=  [expr $nz-1]} {incr k 1} {   
    for {set i 1} {$i <= [expr 2*$n]} {incr i 1} { 
 
     set n1 [expr ($k-1)*(2*$n)+($nn)*($nz)+$i] 
     set n2 [expr ($k-1)*(2*$n*$nr)+(4*$n+1)*($nz)+$i] 
     set n3 [expr $n2+1] 
     set n4 [expr $n1+1] 
     set n5 [expr $k*(2*$n)+($nn)*($nz)+$i] 
     set n6 [expr $k*(2*$n*$nr)+(4*$n+1)*($nz)+$i] 
     set n7 [expr $n6+1] 
     set n8 [expr $n5+1] 
      
     if ($i==[expr  2*$n]) { 
      set n3 [expr ($k-1)*(2*$n*$nr)+(4*$n+1)*($nz)+1] 
      set n4 [expr ($k-1)*(2*$n)+($nn)*($nz)+1] 
      set n7 [expr $k*(2*$n*$nr)+(4*$n+1)*($nz)+1] 
      set n8 [expr $k*(2*$n)+($nn)*($nz)+1] 
        
      }       
 
     set elet [expr $elet+1] 
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     #element stdBrick $elet $n5 $n6 $n7 $n8 $n1 $n2 $n3 $n4 3 0 0 -18 
 
     puts $nodosModel "element stdBrick $elet $n5 $n6 $n7 $n8 $n1 $n2 $n3 $n4 1 0 0 -
18" 
     }    
 } 
 
puts $nodosModel "#------  Elementos suelo-------" 
 
set elet 5*$n*($nz-1) 
set nm 1 
 
for {set k 1} {$k <=  [expr $nz-1]} {incr k 1} {  
 for {set j 1} {$j <= [expr $nr-1]} {incr j 1} { 
  for {set i 1} {$i <= [expr 2*$n]} {incr i 1} { 
 
  set n1 [expr ($k-1)*2*$n*$nr+(4*$n+1)*$nz+2*($j-1)*$n+$i] 
  set n2 [expr ($k-1)*2*$n*$nr+(4*$n+1)*$nz+2*$j*$n+$i] 
  set n3 [expr $n2+1] 
  set n4 [expr $n1+1] 
  set n5 [expr $k*2*$n*$nr+(4*$n+1)*$nz+2*($j-1)*$n+$i] 
  set n6 [expr $k*2*$n*$nr+(4*$n+1)*$nz+2*$j*$n+$i] 
  set n7 [expr $n6+1] 
  set n8 [expr $n5+1] 
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 if ($i==[expr  2*$n]) { 
  set n3 [expr ($k-1)*2*$n*$nr+(4*$n+1)*$nz+2*$j*$n+1] 
  set n4 [expr ($k-1)*2*$n*$nr+(4*$n+1)*$nz+2*($j-1)*$n+1] 
  set n7 [expr $k*2*$n*$nr+(4*$n+1)*$nz+2*$j*$n+1] 
  set n8 [expr $k*2*$n*$nr+(4*$n+1)*$nz+2*($j-1)*$n+1] 
 } 
 
 set elet [expr $elet+1] 
 
 #if ($k<=6) { 
  #set nm 3 
  #} else {   
  #set nm 1  
 #}  
 
#element stdBrick $elet $n5 $n6 $n7 $n8 $n1 $n2 $n3 $n4 $nm 0 0 -18 
puts $nodosModel "element stdBrick $elet $n5 $n6 $n7 $n8 $n1 $n2 $n3 $n4 $nm 0 0 -
18" 
  } 
 } 
} 
#close $repFpile 
#wipe 
 
 
puts $repFpile "------  Nodos Pila-------" 
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set numNodo $nodosT 
 
for {set k $npz} {$k >= 1} {incr k [expr -1]} { 
  
    for {set i 1} {$i <= $nn} {incr i 1} { 
 
 
     if ($i==1) { 
 
      set Rcoor 0 
      } else { 
       set Rcoor $rp 
     } 
      
     set Tethacoor [expr ($i-2)*$pi/$n]  
     set Zcoor [expr ($k-1)*$deltaZ+($dimZ-$Lp)] 
     set numNodo [expr $numNodo+1]  
      
     set Xcoor [expr $Rcoor*cos($Tethacoor)] 
     set Ycoor [expr $Rcoor*sin($Tethacoor)] 
 
     node $numNodo $Xcoor $Ycoor $Zcoor 
     puts $repFpile "node $numNodo $Xcoor $Ycoor $Zcoor" 
     }    
  } 
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puts $repFpile "------  Nodos Pila-------" 
set numNodo 0 
 
for {set k $npz} {$k >= 1} {incr k [expr -1]} { 
  
    for {set i 1} {$i <= $nn} {incr i 1} { 
 
     set numNodo [expr $numNodo+1]  
     equalDOF $numNodo [expr $numNodo+ $nodosT] 1 2 3 
     puts $repFpile "equalDOF $numNodo [expr $numNodo+ $nodosT] 1 2 3" 
     }    
  } 
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